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CHAPITRE PREMIER. 

De la Trigonométrie rectiligne. 

O j considère six'choscs dans un triangle rectiligne, trois angles 
et trois côtés. Avec trois de ces six choses, on détermine tou- 
jours un triangle , pourvu qu’il s’y trouve nn côte' , page i 
Si on avait une suite de triangles calcules sur tous les angles 
possibles, il sc trouverait nécessairement dans cette suite un 
triangle équiangle avec un triangle quelconque* donné , ? 

Le sinus est la perpendiculaire abaissée de l'extrémité d’an nrc 
sur le rayon qui passe par l'autre extrémité ; le cosinus est la 
partie du flayon comprise entre le pied du sinus et le centre ; 
le sinus verse est la partie du rayon comprise entre l’arc et le 
pied du sinus; la tangente est la perpendiculaire élevée h l’ex- 
• trémité d’un arc , et terminée au rayon prolongé qui passe par 
l’autre extrémité ; ce rayon prolongé s’appelle sécante , \ et 5 
On appelle complément d’un arc , ou d’un angle , ce qu’il faut ajou- 
ter ou retrancher à cet arc , ou h cet angle , pour en faire le quart 
de la circonférence , ou un angle droit , 4 

Les cosinus , cotangentcs et cosécantes sont les sinus, tangentes 
et sécantes des arcs complémentaires t ci 5 

Le cosinus et Je rayon ont le meme rapport que le sinus et la 
tangente , on que le rayon et la sécante , 6 

Le rayon est moyen proportionnel entre la tangente et la cotan- 
gente, ou entre la sécante et le cosinus, ibid. 

Le quarré du rayon est égal à la somme d«s quarrés du sinus et 
du cosinus, 7 

Le sinus de la somme on de la différence de deux arcs, est égal 
au sinus du premier multiplié par le cosinus du second , plus ou 
moins fe sinus du second par le cosinus du premier, le tout di- 
visé par le rayon , ibid. 

Le cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs , est égal 
au produit des cosinus de chacun de ces arcs, moins ou plus 
le produit des sinus, le tout divisé par le rayon, ibid. 

De ces expressions on déduit le sinus d’un arc multiple d'un antre , c) 
Étant cfouné le sinus d’un arc , on trouve le siuus de sa moitié , io 
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On appelle supplément d’un arc ou d’un angle ce qu’il faut y 
ajouter, ou en retrancher , pour faire la demi-circonférerfce , ou 
deux angles droits, ^ page rj 

Un angle obtus a le même sinus que son supplément , ibid. 
Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinus qu'on calcule, mais 
leur rapport avec le rayon , ibid. 

La longueur d’un arc est plus grande que celle de son sinus, et 
moindre que celle de sa tangente , ibid. 

Le rapport de ces deux lignes a pour limite l’unité , i3 

JVote. Les lignes qui sont partout convexes dans le même sens , 
sont d’autant plus longues qu’elles s’écartent davantage de la 
ligne droite , ibid. 

Comment on peut trouver d’une manière assez approchée , la lon- 
’ gueur de l’arc qui répond à un sinus très-petit , ibid. 

JVote. Série qui exprime la tangente par le sinus , i4 

Le sinus du quadrans n’est autre chose que le rayon , et le sinus 


à la moitié du rayon , 


ibid. 

15 

16 
ibid. 


du tiers de cet arc est é| 

De la division du cercle. 

Le sinus de la moitié du quart de cercle est égal h 
De la construction des Tables trigonométriques , 

Leur usage , 

Les sinus et les cosinns changent de signe, lorsqu’ils passent dans 
le dcmi-cerçlfc opposé* b celui où ils se trouvaient d’abord , a3 
Les tangentes prennent leur signe conformément à leur relation 
avec les sinus et cosinns , 24 

Un arc négatif a son sinus de signe contraire à celui de l’arc po^ 
6itif égal , et son cosinus du même signe , 25 

Recherche de diverses relations des lignes trigonométriques , ibid. 
Le rapport de la somme à la différence des sinus de deux arcs est 
le même que celui des tangentes de la demi-somme et de la 
demi-différence de ces mêmes arcs, 28 

Table des formules trigonométriques les plus usitées , 3o 

Dans tout triangle rectangle, 1<? rayon est au sinus d’un des angles 
aigus comme l’hypoténuse est au côté opposé à cet angle , 3x 
Le rayon est à la tangente d’un des angles aigus , comme le côté 
de l’angle droit adjacent h cet angle est au côté opposé, ibid. 
Commeift on calcule un côté quelconque d’un triangle rectangle 
quand on connaît les deux autres , 33 

Dans un triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés , * 36 

Rapport entre les côtés d’un triangle et les sinus de ces angles, 37 
Par la proportion énoncée plus haut, on résout tous les cas d’un 
triangle quelconque , excepté celui dans lequel on connaît 
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deux côtes et l’angle compris , et celui dans lequel on connaît 
les (rois côtes , pnge 38 

La somme de deux côtés d’un triangle est à leur différence, comme 
la tangente de la demi-somme des angles opposés h ces côtca 
est à la tangente de leur demi-différence , 39 

Comment on trouve immédiatement le troisième côté , 4° 

Le sinus de la moitié d’un angle est égal à 4a *1 acine quarree du 
produit des différences entre la demi-somme des trois côtés du 
triangle et chacun des côtés qui comprennent l’angle cherché, 
divisé par le produit de ces deux côtés, le sayon étant pris pour 
unité , , 4* 

Exemples de résolution de triangles rectangles et obliquangles , 4^ 

Applications de la Trigonométrie h l’art de lever les plans, ou 
détermination des points situés soit sur un plan , soit dans l’es- 
pace , par rapport à une ligne donnée , soit horizontale , soit 
inclinée , qu’on appelle base , 4^ 

JYote . •Comment on peut mesurer un angle, 47 

Ce que c'est que la réduction des angles au plan horizontal , 5o 
Détermination d’ifn point par les anglS compris entre les droites 
menées de ce point à trois autres , pris d^ns le même plan , 5i 
Note sur le Nivellement , 53 

La différence de niveau de deux points est la quantité dont l’un 
est plus élevé ou plus bas que l’autre, dans le sens perpendicu- 
laire à la surface terrestre, • 54 

Ce que c’est que la différence entre le niveau apparent et le ni*- 
veau réel , 55 

De la résoluüon des triangles par les séries , ibid. 

CHAPITRE II. 


De la Trigonométrie sphérique. 

Un triangle sphérique est celui que forment sur la snrface de 
la sphère trois grands cercles qui se coupent deux h deux, 57 
Construction sur laquelle repose toute la trigonométrie sphérique, 58 
Équations qui renferment implicitement toutes les relations qu’ont 
entre elles les. six parties d’un triangle sphériqne , 60 

Note . Expression du volume d’un tétraèdre, par les angles com- 
pris entre ses arêtes , * 61 

Préparation desaéquations précédentes pour les appliquer immé- 
diatement à la résolution des triangles sphériques , 6» 
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Ç c ( I uc c,cst y 10 k triangle supplémentaire , pape 63 

Simplification des formules pour le cas où le triangle est rec- 
tangle, > ~fiB 

I ransformation des équations fondamentales, pour y appliquer com- 
modément le calcul des logari dîmes, Gq 

Formules qui renferment toutes les combinaisons des angles et des 
__ côtes d’un triangle sphérique , ’ ^4 — :^G 

Formules de IVeper, ^5 

Récapitulation des formules necessaires pour résoudre nn triangle 
sphérique , * ^ 

Observation sur les diverses conditions qui doivent se trouver renî- 
pbcs pour que les mêmes données conviennent à un ou à deux 

triangles sphériques, 80 

Application de la trigonométrie sphc'riquc à la réduction des angles 
au plan horizontal , # ibid* 

CHAPI TRE III. 

. De F application % de t Algèbre à la Géométrie. * 


Idée generale de l’application de l'Algèbre & la Géométrie, 83 
Comment P Algèbre sert pour combiner des théorème» de géométrie, 
pour mettre en équation et pour résoudre les problèmes relatifs 
àlVtenàue, ibid • 

L'aire d’un triangle est exprimée par la racine qnarréc du produit 
de la demi-somme des trois côtés , multipliée par lés dittércnccs 

eutre cette demi-somme et chacun des eàtés , 87 

Expression du volume d’un tronc de pyramide ou dccûnc droit, 
à bases parallèles , $8 

Questions du premier et du second degré, dans lesquelles les lignes 
ne sont pas évaluées en nombre, mais sont considérées en elles- 
mêmes , ibid. 

Ce que c’est que la construction des expressions algébriques , 91 
Conriment.on effectue celle des quantités homogène, qui se rup- 
portent à des lignes ou du premier dégré , ibid. 

Construction des racines quarrées , 95 

Ce qu’il faut faire quand la quantité n’est pas homogène , 97 

Construction des racines des équations du second degré à une seule 
inconnue , 

Résolution graphique de ces équations , 99 

De la signification des signes - 4 - et — , par rapport aux ligues f 
et de leur usage dans la résolution des questions, 101 . 

Toutes les fois qu*J s’agit de distances rapportées h un poin fixe* 
tt comptées sur une même ligue ou sur des lignes par>t> èles > 
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relies qui sont affectées du signe — , doivent se prendre dan* 
un sens opposé h celles qui sont affectées du signe *+», p. 104 
Remarque sur les signes de la sécante, et note sur le même sujet, io5 
Analyse complète dn problème où il s’agit de mener par nn point 
pris dans un angle droit, une ligne dont la partie interceptée entre 
les côtés de cet angle, soit de grandeur donnée, 106 

Résolution de ce problème par Newton, pour le cas où le point par 
lequel doit passer la ligne de grandeur donnée, est à égale distance 

des cotés de l’angle droit, lia 

Constraction des expressions algébriques qui appartiennent à des 

aires ou h des volumes, 1 14 

Idée fondamentale de l’analyse de Descartes, par laquelle on re- 
présente les courbes au moyen des équations à deux indéter- 
minées , • 116 

Équation d'une ligne droite, 


d’un cercle. 


_Ji9 


Ce que c’est que les coordonnées , leurs axes, leur origine , latf 
Comment on distingue par les signes -H et — , les quatre angles que 
forment les axes des coordonnées , 12a 

Ce que c’est que le lieu d’une équation, et comment s’obtient celle 
d’une courbe quelconque , ibid. 

L’équatron générale du premier degré à deux indéterminées appar- 
* tient h une ligne droite , | 123 

ia5 
126 


Ij faut deux conditions pour déterminer cette ligne , 

Equation d’une droite qui passe par deux points donnes, 

Expression de la distance de ces deux points , 

Equation d’une droite qui, passant par un point donné, serait pa- 
rallèle à une droite donnée, 127 

Equation de la perpendiculaire abaissée sur une ligne donnée , par 
nn point donné, . ibid. 

IVnte. Sur le signe que doit porter la tangente de l’angle formé par 
cette perpendiculaire et l'axe des a:, ibid* 

Pour trouver le point de rencontre de deux droites qui se coupent, 
- il faut supposer que les coordonnées de l’utie soient les mêmes que 
celles de l’autre, iatf 

Expression de la longueur d’une perpendiculaire abaissée sur une 
droite donnée , par un point donné, 129 

Expressions du sinus , dû cosinus et de la tangente de l’angle que 
deux choitcs font entre clics, i3o 

Éqnation générale du cercle , que l’on obtient en plaçant l’origine 
des coordonnées d’une manicae quelconque , i3a 

Comment on détermine celui qui passe par trois points donnes, i33 
Equations dà cercle, les plus simples, i34 
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Problème* qui sc rapportent à des lignes droites, comprenant e*nx 
des pages 88 et 106, page ï -35 

Équations qui donnent la relation qui existe entre les angles et le* 
côtes d'un triangle, i 3 g 

Expression de l’aire d'un triangle , au moyen des coordonnées des 
sommets de ses angles, i4** 

L’aire d’un triangle ne dépendant nullement de sa position par rap- 
port aux axes des coordonnée^ , on trouve en effet -une autre 
expression qui ne dépend que des côtés, ihid. 

Equation qui fait connaître la relation entre les côtés d'un quadrila- 
tère et ses diagonales , 1 44 

Expression du rayon du cercle circonscrit h un triangle, i 45 

Expression du rayon du cercle inscrit à un triangle , ï 47 

Si dans l'intérieur d’nn triangle équilatéral on abaisse une perpen- 
diculaire sur chacun des côtés de ce triangle, la somme de ces troi* 
lignes sera égale à sa hauteur, i48 

En combinant les équations de hvdroitc et du cercle , on détermine 
les propriétés résultantes de la rencontre de ces lignes, ihid. 
Application de l'équation qui résulte de cett* combinaison 1 » la re- 
cherche de plusieurs théorèmes de géométrie , 1 5 © 

Détermination analytique des tangentes menées au cercle par un 
point extérieur, et par un point de sa circonférence, i 5 a 

Comment on trouve la position que doit avoir une ligne nfcnéc par 
un point donné , ^pour* que sa partie comprise dans un cercle 
donné , soit aossi donnée , i 54 

Équation générale des conrhes du second degré, i 56 

Leurs diamètres , i 58 

Simplification de l’équation quand on la rapporte à ces lignes , ihid. 
Examen des valeurs que peut prendre l’expression générale des 09* 
données dans le cas où la quantité m est positive , 160 

Ce que c’est que le centre de la courbe , 161 

Construction et forme de. la courbe relative à ce cas, 16a 

Elle se re'duit à un point , avant de devenir imaginaire* iG 3 

Examen du cas pu m est négative , J i 64 

Dans ce cas , la courbe a encore un centre , ibid. 

Construction et forme de la courbe, i 65 

Quand la courbe se réduit à deux droites , qui sont en général ses 
asymptotes , 167 

Examen du cas où m = o, ■&. 169 

Forme et construction de la courbe , ihid. 

Rapprochement des équations des tipis courbes reconnues précédent* 
ment : la première se nomme ellipse , la seconde hyperbole , et 
la troisième parabole, * 13a 
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IX 


Examen (lu cas dans lequel les quarrés des coordonnées manquent 
tous deux dans l'équation , page 17 1 , 

Ce que sont les diamètres conjugués , 17^ 

Transformation des coordonnées d’une courbe , 175 

JVote. Sur l’emploi des ailles dans ces formules , 181 

Application de cette transformation h l’équation générale du second 
degrc, pour la ramener aux axes des courbes qu’elle représente, i 83 
Première transformée, i 85 

Détermination de ses coelficiens et des cas qu’elle embrasse , 187 

Deuxième transformée , comprenant l’autre cas de l’équation gé- 
nérale, • 189 

Ces deux transformées ne donnent que les trois # formes déjà re- 
marquées (page ijb)j la première transformée comprend •PeJ- 
lipse, dont le certfl#ést un cas particulier, et l’hyperbole, rap- 
portées à leurs axes, 191 

Ce qu’on # entend par le second axe et Y Axe transverse , dans 
l’hyperbole, ig 3 

Ce que c’est que l'hyperbole équilatère, ibid. 

La seconde transformée convient à la parabole* ibid. 

L’ellipse et l’hyperbole ont deux sommets, 194 

La parabole n’en a qu'un et n’a point de centre , ibid. 

Équation à trois termes dans laquelle lu parabole se trouve aussi 
comprise et rapportée à son axe, ibid. 

Application des transformations précédentes , par laquelle on recon- 
naît que l’équation du second degré où les quarres des coordonnées 
manquent tous deux ,' appartient h une hyperbole dont ou déter- 
mine les axes, de grandeur et de position, 195 

Ifote. Sur l’équation de l’hyperbole par rapport à ses asymptotes, 
déduite de l’équftion générale du deuxième degré, 196 

Trouver l’équation d’une courbe telle, que si l’on mène de chacun de 
ses points à deux points fixes, ou foyers , des droites , la somme 
de ccs lignes , que l’on nomme rayons vecteurs , sml constam- 
ment égale à une ligne donnée, ^97 

Cette courbe est l’ellipse ; sa construction par points, et moyen mé- 
canique pour la décrire par un mouvement continu , 198 

Ce que c’est que Yexcentricité , 200 

Autre construction de l’ellipse par points , ibid. 

Trouver l’équation de la courbe dans laquelle la différence des rayons 
vecteurs , est égale à une ligne donnée, aoi 

Cette courbe est l’hyperbole ; sa construction par points , et moyen 
mécanique pour "la décrire, ibid. 

, Tsonvcr l’équation d’une combe telle, que chacun de scs points 6oit 
autant éloigné d’une droite donnée de position , que d’un point 
fixe ou foyer aussi donné de position , 20a 
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Celte courbe est la parabole ; sa construction par points et sa des - 
cription par un mouvement continu , pape ao3 

Problème general qui conduit successivement à chacune des courbes 

du second degéé , rapportées à leur directrice , 204 

Équations des courbes du second degré, rafyortccs au paramètre , qo 5 
Dans l'ellipse et l’hyperbole, le paramètre est une troisième pro- 
porlionnelle aux deux axes et il est aussi la double ordonnée 
mene'e par le foyer , . « 208 

Dans l'ellipse et 1’hyperbole, Its quarrés des ordonnées sont entre 
eux comme les produits des abscisses correspondantes, et dans là 
parabole , comme les abscisses correspondantes^ 309 

Application de la transformation des coordonnées à la recherche de» 

, diamètres conjugues» t • ^ IO 

Un diamètre quelconque étant donne, trodfrar la position de sou 
conjugué, 3i 5 

. La somme des quarrés* des demi-diamètres conjugués dafe l'ellipse, 
ou leur différence dans l’hyperbole ,• est égale à la somme des 

. quarrés des demi-axes , ou à leur différence , 220 

Les parallélogrammes circonscrits à l’ellipse ou inscrits entre les deux 
parties opposées de l’hyperbole , sont tous égaux au rectangle des 

axes, 22a 

Équations qui font trouver les domi-axes , lorsqu’on connaît les 
demi-diamètres conjugués et l’angle qu’ils forment , ib\d. 

Dans une ellipse quelconque, il y a deux diamètres conjugués 
égaux , ibid. 

Tout système de lignes propre h déterminer* les points d’une courbe, 

peut en fournir une équation caractéristique, 223 

Exemple tiré de l’ellipse , 

Équations polaires de cette courbe, de l’hypefbole et de la para- 
bole, . aa5 

Equation polaire qui les comprend toutes trois, 22'i 

Démonstration de l’identité des courbes du second degré avec les 
sections faites dans un cône par un plan, et ce qu’on entend par- 
la section anti-parallèie , 9 227 

Détermination des lignes droites qui coupent ou qui touchent les 
courbes du second degré, 233 

Expression de la tangente de l’angle que doit faire avec l’axe des 
abscisses une droite, poor toucher une courbe du second degré, 235 
Expressions de la soutangente dans chacune des courbes du second 
degré, a36 

Dans la parabole , la soutangentc est double de l'abscisse , a3y 

Construction de la tangente A l’ellipse, m38 , 

Expressions des normales et sounormaies pour toutes les courbes, ibid. 
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Expressions des sontangentes , tangentes , sonnormales et normales , 
particulières aux courbes du second degré , page 2Î9 

Détermination synthétique des tangentes aux courbeb du second 
degré , • 2^0 

Relation des angles que la tangente forme avec les deux rayons 
vecteurs , dans l'ellipse et l’hyperbole , et avec le rayon vecteur et 
une parallèle h l'axe , dans la parabole, a4t 

Chaque branche de l’hyperbole demeure toujours renfermée entre 
les côtés d’un certain angle, sans j amais pouvoir les atteindre, 

242 

Equation de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes , • 244 

Ce que c’est que la puistance de l’hyperbole , 246 

Si on mène une droite quelconque par un point de l’hyperbole, 
les parties de cette droite , interceptées entre chaque branche de \ 
la courbe et son asymptote, sont égales entre elles , ibid- 

Construction de l’hyperbole , par points, lorsqu'on en a iéS asympr 
totes et un point, »47 

Des hyperboles conjuguées , 248 

Du nombre de points qu’il faut pour déterminer d’espèce, de 
grandeur et de position , une courbe du second degré , ibid. . 
De la construction des équations des degrés supérieurs , par les 
courbes, ' • a 5 o 

Application au quatrième degré, ibid. 

Problème de la duplication du cube, 255 

de la trisection de l’angle, , a 54 

Méthode générale pour construire les équations d’un degré quel- 
conque , et qui représente les divers principes sur lesquels re- 
pose la résolution numérique des équations, 257 

Note. Une expression fractionnaire peut changer de signe, en 
passant par l’iiffîni , aussi bien qu’en pissant par zéro , 260 

Comment la construction graphique peut éclaircir et faciliter celte 
résolution , ibid. 


APPENDICE 

Contenant les premiers principes de l'application de 
l’Algèbre aux surfaces courbes et aux courbes à 
double courbure. 


Equations du plan et de la ligne droite , aS3 

Des coordonnées d’un point de l’espace , 

Equation générale du plan , 


ibid, 

265 


« 
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Désignation des huit angles trièdres forme» par les plans coordonnes, 
an moyen des signes -f- et — page 269 

Équations de la ligne droite , # ibid. 

Équation du plan qui passe par trois points donnes, 271 

Comment on reconnaît que deux droites sont dans un même plan, 27a 
Équation du plan parallèle à un plan donne, et qui passe par un point 
donné , et celles des droites parallèles dans l’espace , 27 3 

Équations cPune droite et d’un plan , respectivement perpendi- 
culaires , * * • 274 

Expression de la distance de deux points de l’espace, et équation 
de la sphère , 275 

Détermination de l’angle que font deux lignes dans l'espace , 276 

Des relations qui existent entre les angles qu’une droite fait avec les 
axes des coordonnées , et leur introduction dans son équation, 278 
Détermination de l’angle de deux plans, , a 83 

Des surfaces du second degré , 284 

Équation * generale de ces surfaces , ibid. 

Ce qu’on entend par nappes et par plans diamètres , 285 

Équations des sections faites par un plan parallèle h l’un des phms 
coordonnés , * 286 

Équations particulières du cône droit , • 287 

Comment fine équation contenant seulement deux des coordonnées, 
appartient dans l’espace à une surface cylindrique , 291 

# *» 

Des courbes considérées dans l’espace , 293 

Équation du cercle donne par l'intersection d’une splière et d’un 
plan, ' ibid. 

Comment une courb# est représentée par le? équations de ses 
projections , ag3 

Des courbes double courbure , et de celle qui résultp de l’inter- 
section d’une sphèté et d’un cylindre droit, ibid. 

Comment on peut reconnaître si une courbe donnée dans l'espace 
par les équations de ses projections est plane ou non ; et si 
elle est li double courbure , comment on déterpiine le nombre 
des points dâns*lesquels elle rencontre un>plau, 290 

■ Fin de la Table. 


Faute essentielle à corriger- 

Page 195, J igné 7, l’utilité, lisez l’inutilité. 
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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

a I* 

DE 

TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE 

ET SPHÉRIQUE, 

ET D’APPLICATION DE L’ALGÈBRE 
A LA GÉO 


CHAPITRE 

De la Trigonométrie rectiligne . 

ï. D A ,s un triangle rectiligne , il y .a six choses à 
considérer , savoir : trois angles et trois côtés ; mais il 
suffit de connaître un certain nombre de ces diverses 
parties pour déterminer les autres. Il suit en effet des 
propositions démontrées , relativement aux triangles 
égaux , que l'on peut toujours Construire un triangle 
lorsqu’on connaît trois des six choses qui le constituent, 
et que , parmi les choses connues , il se trouve au moins 
un côté. Pour ne rien laisser à desirer sur la théorie 
des triangles , il faut pouvoir appliquer le calcul aux 
Constructions géométriques , parce que l’exactitude 
de ces dernières est limitée par l’imperfection des 

Trigonométrie. A 4 
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a TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

instrument, tandis que rien n’arrête le calcul , qu’on 
est toujours maître de pousser jusqu’à tel degré de 
précision qu’on veut. Tel est l’objet qu'on se propose 
dans la Trigonométrie rectiligne . 

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer, 
par une suite d’opérations numériques, ou par des for- 
mules algébriques, les relations qu’ont entre elles les 
différentes parties d’un triangle , ont dû se trouver ar- 
rêtés par la difficulté de faire entrer dans le calcul la 
grandeur des angles , qui , mesurés par des arcs de 
cercle , ne peuvent être comparés avec les lignes 
droites*: mais ils ont bientôt reconnu que s’ils pouvaient , 
par un moyen quelconque , calculer une suite de trian- 
gles dont les angles eussent toutes les valeurs possibles , 
cette suite en renfermerait nécessairement un qui serait 
semblable au tr iangle que l’on aurait à déterminer, quel 
qu’il fut; et qu’alors de simples proportions suffiraient 
pour déduire les parties du second de celles du premier. 
L’exemple suivait éclaircira ce que ces notions peuvent 
avoir d’abstrait. 

a Je suppose que , dans le triangle ABC,fig. i r *, orf 
connaisse l’angle B , l’angle C et le côté BC : on cher- 
chera dans la suite des triangles calcules , celui qui a 
deux angles b et c respectivement égaux aux angles 
g et C ; il sera nécessairement semblable au triangle pro- 
posé ABC-, et puisque toutes ses parties ab,ac, bc sont 
connues, on aura les proportions. 

bc'. ab BC'. AB , bc\ acV. BC '. AC , 
dans chacune desquelles les trois premiers termes sont 
donnés. On trouvera par conséquent 


AB-- 


BC X ab 


AC : 


BC Y ac 


bc ’ bc 

et comme on a d’ailleurs A = a, toute* las parties du 
triangle ABC seront déterminées. 
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3. Maintenant qu’on voit le parti qu’on peut tirer 
d’une suite de triangles faits sur tous les angles possibles, 
et dont les côtés seraient calculés , il est naturel de cher- 
cherles moyens de former une pareillesuite. Pour consi- 
dérer d’abord le cas le plus simple , je suppose que les 
triangles qu’on se propose de déterminer soient rectan- / 
gles ; il est facile de voir qu’on pourra les construire tous 
dans un quart de cercle, en abaissant de chacun des points 
de l’arc AB , fis;, a, des perpendiculaires MP, M' P 1 , P'S- *• 
M"P", etc ‘sur le rayon AC, et tirant les rayons MC , 

M'C , M"C, etc. , lestriangles MPC, M'P'C, M'P"C,etc. 
formés ainsi , seront rectangles en P, P', P", etc. , et les 
angles MCP, M'CP 1 , M" CP" , etc. auront successive- 
ment toutes les valeurs possibles : enfin les angles CMP, 

CM' P", CM” P", étc. qui, avec les précédens, forment 
un angle droit , seront aussi tels que l’exige la nature des 
triangles rectangles, et il ne saurait exister de triangle 
rectangle qui ne soit pas équiangle avec quelqu’un de 
ceux que fournit la construction présente. Il est à propos 
de remarquer que ces derniers ont tous une même hypo- 
ténuse, égale au rayon de l’arc AB. 

4- On peut eacore former^ une suite de triangles 
rectangles , ayant tous un des côtés de l’angle droit égal 
au rayon du cercle ; il suffit , pour cela , d’élever la tan- 
gente indéfinie AT, à l’extrémité j}u rayon AC , et de 
mener par le centre C et par les points M, M' M ", etc. 1 
les sécantes CN, CW, CN", etc. Il est évident que les 
triangles CAN , CAN' , CAN ", etc. auront successive- 
ment toutes les combinaisons d’angles qui peuvent exis- 
ter dans un triangle rectangle; et parmi ces triangles, 
il s'en trouvera nécessairement un semblable à tel 
triangle rectangle qu’on voudra. 

5. Dans les triangles CPM , CP’M, CP"M", etc. , 

A 9 
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dont l’hypoténuse ne change pas , les côtés PM, P'M', 
P“AT , etc. qui croissent en même temps que les angles 
ACM, ACM' , ACM " , etc. , et que4es arcs AM, AM, 
AM", etc. qui mesurent ces angles , ont reçu un nom à 
cau.-e de cette dépendance : la ligne PM s’appelle le 
sinus de l’arc AM) la ligne PM' est de même le sinus de 
l'arc AM', et ainsi des autres. I! suit de là que le sinus 
d'un arc est la perpendiculaire abaissée de lune des 
extrémité s de cet arc, sitr le rayon qui passe par l'autre 
extrémité. Les lignes CP, CP' , CP”, etc. qutdiminuent 
lorsque les arcs AM, AM', AM", etc. augmentent, 
sont respectivement égales, comme parallèles com- 
primes entrp * parallèles , aux perpendiculaires MQ , 
ilf’Çy, A1"Q" , etc. abaissées des points M , M' , M", etc. 
sur le rayon CB , perpendiculaire au râyon CA ; et il est 
•vident que les lignes MQ , M\/, M’ Q" , etc. sont, 
par rapport aux arcs BM, BAT , BM" , etc. ce que sont 
PM , P M', P” M”, etc. par rapport aux arcs AM, 
AM' , AM”, etc. , et que par conséquent MQ est le si«u» 
de BM, M' celui de BM' , M“Q“ celui de BM" , etc. 

Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraits l'un dal’au- 
tre, donnent le quart de lacirconLrenæ , sont dits 10 m- 
p/tmens l’un de l’autre. Les arcs BM, BM' , BM" , etc., 
sont respectivement les complémens de AM, AM ' , 
AM", etc. On adé.-iggé les lignes Æ/(), AI' Q' , M" Q" , etc. , 
ainsi que leurs égales CP, C'P ', CP", etc. sous le nom 
de cosinus des arcs AM, AAI' , AAI’ , etc. D après ce» 
notions, le cosinus d'un arc queUonque est le sinus du 
complément de cet arc , et est égal à la partie du rayon 
comprise entre le centre et le pied du sinus. 

Les triangles rectangles CPM, CP 1 AI', CP°M’, etc., 
qui ont tous une même hypoténuse , sont donc formé» 
par le rayon du cercle , et par le sinus et le cosinus 
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de celui de leurs angles aigus qui a son sommet au 
centre (*). 

6 . Je passe aux triangles CAN , CAN' , CA?»", etc 
•Leurs hypoténuses sont les sécantes des arcs AM , 

AM' , AM" , etc. , parce qu’on nomme secante d'un arc 
le rayon mené par" une des extrémités de cet arc , et pro* 
lodgé jusqu'à la rencontre 'de la tangente me'nce par 
Vautre extrémité. Les portions AN , A?' , AN", etc.® 
prises sur la tangente AT , sont les tangentes des arcs 
AM, AM' , AM", etc. , parce que l’on est convenu 
. d’appeler tangente d’un arc la partie qu'interceptent, 
sur la tangente menée par l'une des extrémités de cet 
arc , les deux rayons qui le terminent (**). 

7 . Si , par l’extrémité B de.l’arc AB , fig. 3 , on mène Fig. 
la tangente Bn prolongée jusqu’à ce qu’elle rencontre 

la sécante CN , la ligne Cn est la sécante de l'arc BM , 
complément de AM , et se nomme la cosccante de AM-, 
la ligne Bn, tangente de BM, est la cotangente de AM ; 

• parce qu’on appelle cotangente et cosécante d’un arc , 
la tangente et la sécante de son complément. La cotan- 
gente et la cosécante , comme on voit , ne font pas partie 
des mêmes triangles que la tangente et la sécante, ainsi 
que cela arrive pour le sinus et le cosinus. 

8 . Les taqgentes et les sécantes ont avec les sinus et 


(*) La partie AP du rayon AC, comprit* entre le pied du sinut 
•t l’extrémité de l’arc; te nomme sinus verse. Cette ligne , d’ailleurs , 
' n’est d'aucun usage en trigonométrie. 

(♦♦) On voit ici les mots sécante et tangente , pris dans une ac- 
ception differente de celle qu’on leur donne daus les Elcmens de 
Géométrie. Dans cette partie des mathématiques, la sécante et U 
tangente sont des droites indéfinies, dont Tune coupe le cercle, et 
l'autre lo touche \ mais en trigonométrie, les mêmes dénominations 
s'appliquent toujours à tics lignes d'une grandeur déterminée : quand 
il peut y avoir équivoque, on appelle ces dernière* tangentes et 
'9tcarU.es trigonornetriques. 
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les cosinus des relations très-simples, au moyen desquelles 
on peut trouver les unes lorsqu’on connaît les autres. Les 
triangles CPM et CAN étant semblables , donnent 

. CP : PM: :CA:AN , d’où l’on tire AI\=^p^— ; 

mettant , au lieu des lignes CP, PM et AÏS, leur désigna- 
tion, savoir: cos AM, mu. AM et tang AM , et représen- 
tant le rayon CA par R, on aura Xeu^AM— 

Des mêmes triangles CPM et CAN , on déduit aussi 

CM v" C A 

CP: CM: : GA : CN, ce qui conduit à CN— — — ; 

mais CN=sécAM, C^=CA=R, CP=zcqbAM : 

71 » 


donc séc AM — 


cos AM' 


9. Si l'on compare entre eux les triangles CAN et 
Clin, qui sont encore semblables , puisqu'ils sont tous 
les deux rectangles , et que l’angle ACN = CnB , 
comme alternes internes par rapport à la sécante Cn , 
on aura la proportion 

AN J CA:: CB ou CA *. Bn , 

qui donne 


Bnr= 


CA 


ce qui revient à cot Ai Jf = ■ 


R * 


An y — m AM’ 

Cette proportion et Celle qui a été trouvée pour la 
sécante , fout voir que le rayon est moyen proportion - 
nel entre la sécante et le cosinus , entre la tangente 
et la cotangente , puisqu’on a 

cos AM X séc AM — R ? , tang AM'yé, cot AMr^z IP. 

jo. Avec ce qui précède, il ne manque plus, pour 
être en état de construire les tables nécessaires à la 
trigonométrie , que de connaître les moyens de calculer 
les sinus et les cosinus seulement. Le cosinus même sa 
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déduit immédiatement du sintis ; car le triangle rec- 
tangle CPM, qui les contient l’un et l’autre, et qui a 
pour hypoténuse le rayon , donne 

PM + CP'= CM % ou (sin AM ) 1 + (cos AM ) 1 =r fl* , 
c’est-à-dire , que le quarré du rayon est égal à lu somma 
des quarrés du sinus et du cosinus , d’où il suit * 

cos AM= \/ fl* — (sin AM) 1 . 

La proposition suivante , <^i donne l’expression du 
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de 
deux arcs , mérite la plus grande attention , parce qu’elle 
renferme implicitement toutes les propriétés des sinus 
■et des cosinus. 


II. Soient deux arcs quelconques a et b; on aura 

sina.cosb ± sinb.cosa 
sm (a±b) = 


coj(a ±:b) = 


fl 

cns a. cos b ~ sin&.sinb 
fl '* 


Pour le prouver, j e prends sur le cercle AMB ,fig. 4 . Fig. 
# ï’arc AM = a ; je porte de chaque côté du point M les 
arcs MN et MN' , égaux à A; je tire la corde NN'; 
des points N, M, N', j’abaisse sur le rayon AC, le» 
perpendiculaires NQ , MP , N' Q' ; par le point M , 
je mène le rayon MC, et du point fl, où il rencontre 
la corde NN', j’abaisse sur AC la perpendiculaire 
EF\ par les points fl et N' , je mène les droites ED, 
N'G parallèles à AC. 

Cela fait, je remarque, i°. que NQ est le sinus de 
l'arc AN =,AM -f- MN = a-f- b , et que CQ est le 
cosinus du même arc ; a°. que N'Q' est le sinus de 
l’arc AN' = AM — MN'=a — b , et que CQ' en est le 
cosinus. Mais la corde NN' étant nécessairement par- 
tagée en deux parties égalés au point fl, puisque le 
rayon CM passe par le milieu de l’arc NN' , d’aprèa 
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,1a construction , il soit de la similitude «évidente de* 
triangles NED , N N' G, que NG est aussi divisée en 
deux parties égales au point JD, et que DN=DG. 
De plus, DQ = EF, GQ = N'Q', DE = FQ , à 
cause des parallèles ; et comme DE est la moitié 
de N' G, FQ sera la moitié de Q’Q ] ensorte que 
Ç'F= QF—DE. Enfin 

N Q ■= DQ + DN = EF -f- DN, 

N'Q’ = GQ—DQ — DG^EF—DN, 

CQ == CF — 9Q z= CF — DE, 

CQ' = CF + FQ'= CF + DE; 
mettant pour NQ, A 7 'Q', CQ, CQ', leurs désignation* 
respectives, savoir : 

sia (« -f- b) , sin (a — b) , cos (a ( -f- b ) , co* (a — b) , 
j’aurai 

«in (a b) = EF -f DN, cos (a ■+• b) = CF — DE, 
*in (a — b) t= EF — DN, cos (a — b) — CF -f- DE. 

Il ne reste plus qu’à calculer les quatre lignes EF, 
CF, DN et DE ; les deux premières s’obtiennent par le* 
triangles semblables CMP et CEF, dont on tire 

cm : pm ce : ef, cm : cp :: ce : cf. 9 

Or, puisque AM— a, j’ai PMz=ûna , CP— cosa; 
il suit aussi des définitions du sinus et du cosinus (5) 
que EN est le sinus d# l’arc MN, que CE en est le co- 
sinus, et que par conséquent EN= sin b, CE = cotb ; 
d’ailleurs CM— R : substituant ces valeurs dans le* 
proportions ci-dessus , je trouve 

PMxCE sinacosA 

EF CM R * 

^ CP X CE _ cosçcosA 
Cb ' CM c R ' 

Je compare ensuite les triangles CMP , DEN, qui 
*ant semblables, parce que les cOtés du second «ont 
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perpendiculaires à ceux du premier, et je déduis de ces • 

triangles , 

CM : EN:: cp : dn, cm: EN:: PM: Dp. 

Substituant aux trois premiers termes de chacune de ces 
proportions, leur désignation rapportée ci-dessus, elles 
donnent 

EN X CP sin A cos a 


ON- 
DE 


CM * R ' 
PM y EN sin a sin b 


* CM ' R ' 

Réunissant ces valeurs aux précédente» pour former 
celles de sin (a -f- A) et de «in (a — A), il vient les quatre 
équations 

. , . . v sin a cos A 4- sin A cos a 

! sm (a + A)= , 

. . .. sin a cos A — sin A cos a 

su (a — A) — 


! 


R » 

, , cos a cos A — sin a sin A 

cos(a+ A) = , 

# 

, cos a cos A 4- sin a sin A 

cos (a — A) = — , 


qui se réduisent Taux deux qui composent l’énoncé de la 
proposition. * 

Avec ces équations , on peut trouver le sinus et le 
cosinus d’un arc double, triple, et en général multiple 
de celui dont on connaît le sinus et le cosinus. En effet, 
■i l’on prend successivement b — a, b —za, on aura 
n sin a cos a 


■sin ae = 


. cos3a==. 


R 

cos a* — sin a* 


i 


sin 


R 

sin a cos a a -f- sin sa cos a 

cot cos g cos sa — sin a sin a a 

R . 
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et on tirera deadéhx dernières équations sin 3 a et co*3 a, 

lorsque sin sa et cos sa seront calculés. 

T , , . ' . 2 sin a cos a , . 

12. L. équation sin aa = - , conduit aussi 


du sinus d’un arc a , à l’expression du sinug de sa moitié. 
Si l’on remplace cos a par sa valeur {/R 1 — sin a 1 (*) , 
il vient alors 


sin 2 a 


». 

2 sin a 


\/R* — sin a* 


» 


et en élevant %u quarré , on trouve 


R * sin sa* = sin «* — 4 sin a* ; 

prenant sin a pour l’inconnue dans cette équation qui 
peut se résoudre à la manière de celles du second degré, 
*bn obtient 

sin a = d: — sin 2 a*. 

Si l’on fait oas=a', on aura a=| a', et par conséquent 

• sin ;tt' = ± Vi R* R [/R*— 

ou sin l a' = db } ÿ^aR 1 ± a R cos a', 

en mettant cosa'* au lieu de /{* — sin a** ( 10 ) , en multi- 
plianf les quantités sous le radical par 4 > et en divisant 
au-dehors par a , ce qui ne change rien à l’expression. 
Telle est la formule qui donne le sinus de la moitié d’on 
arc, lorsqu’on a celui de cet arc; 

i3. On peut arriver à ce résultat par une construc- 
tion très-simple. • 

*"'<>■ 5. Si l’on divise l’arc AM ,fig. 5 , en deux parties égales, 
la corde A QM se trouvera également divisée en deux 

(*) Le Lecteur est provenu que dorénavant je désignerai le quarré 
du sinus de l’arc a par sin «■ , expression qu’il ne faut pas preudte 
pour le sinus du quarré de l’arc A, ainsi tin a* — (tina)*, 
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parties égales , et QM sera le sinus de MN ou de la moitié 
de AM -, le triangle AMP , rectangle en P } donnera 

AM = Vpm'+Âp] 

et comme AP~AC — CP—R — co sMMpzR — cosa', 
que fl’ ailleurs PM = sin AM— sin d , on aura 

AM— [/ sin d“-pR 2 — 2/icosa' -\-cosa' A = \/ a R 1 — a /l cosa', 

à cause que sin a'* -f- cos a'* = R* (10) ; et on ta dé- 
duira 

I 

QM = i AQMz=zj \/ 2 R* — âïî cos a'. 

On ne trouve de cette manière que la deuxième 
valeur de sin £ d : l’autre est MQ' ; car l’arfc MN'A 
qui compose, avec l’arc AM, la demi-circonférence, a 
aussi pour sinus PM , puisque cette ligne est bien en 
effet la perpendiculaire abaissée de l’extrémité M sur 
le rayon CA' qui passe par l’autre extrémité ( 5 ) ; et rien 
dans l’équation d’où l’on est parti , ne faisant connaître 
lequel de ces deux arcs on se propose de diviser , on 
-doit trouver en même temps le sinus de la moitié du 
premier et celui de la moitié du second. Suivant la 
construction , on aurait 

A'M — Vîw+1FP= VW -f- (A'C + cpy 
— \/ na d* -f- ( R -j- cos d )* 

= V^sin a'“ -(-/{* -f- aR cos d 4- #os d x 
= y/ a R* -f- zR cos d, 
et par conséquent 

MQ'=sin{d \ZzR x •+■ 2 R cos d, 

résultat qui est la première valeur de sin J- d. 

Il faut bien^bserverque, quoique sin d soit le même 
dans les deux valeurs de sin 5 d , l’arc d est différent : 
pour l’une d’elles, cet arc est AM, et pour l’outre A'M» 
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qui est -le supplément de AM , car on entend par le 
supp/emcnt t d'un angle ou, d'un arc, ce qu’il faut ajouter 
à cet angle ou à cet arc pour en faire deux droits, 
ou la demi-circonference. On conclura aussi de ce qui 
précède , que le /rinus du supplément d’un arc est le 
même que celui de cet arc. Je donnerai plus lrÆb de» 
notions générales sur les differens arcs qui peuvent avoir 
le même sinus, la même tangente , etc. 

' i4*Il suit de ce qui précède, que le sinus d’un arc 
quelconque AN est la moitié de la corde AM de l’arc 
double ANM , et que la corde AM est le double du 
sinus de l’arc AN , moitié de ANM ; de manière que 
lorsque les sinus sont connus , on en déduit les cordes , 
et vice versâ. 

1 5 . Ce ne sont pas les, valeurs absolues des sinu» 
que l’on a besoin de calculer , mais seulement leur 
rapport avec le rayon , puisqu’il suffit de connaître 
dans tous les triangles CPM, CP’M' , etc. fig. 2, les 
rapports que les côtés ont entre eux. On peut en con- 
séquence , pour plus {^simplicité , prendre le rayon 
pour unité , et exprimerles sinus PM, P'M ' , etc. en 
partiesdécimalesde cette unité, ou, comme on le faisait 
autrefois , supposer ce rayon divise en 100 000 parties. 

16. Il est à propos d’observer que la loagueur d’un 
arc est toujours moindre que celle de sa tangente, et 
plus grande tflie celle de son sinus. En effet , si on 
prend au-dessous du rayon AC, fig.' 6 , l’arc AM' — 
AM, que l’on tire la corde MM' , et que l’on .mène 
les tangentes MT, M'T , il est facile de voir que ces 
tangentes doivent rencontrer toutes- deux le rayon AC 
dans un même point , puisque les triangles CMT et 
CM' T, sont égaux. Les lignes MT et MJ’ étant égales 
aussi bien que les lignes PM et SM', et les arcs AM et 
AMT, on aura 2 AM < »MT et a AM > stPM, parce 
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que la longueur d’un arc de cercle est comprise entre 
celles des portions correspondantes des polygones iift- 
crit et circonscrit (Géom. i 5 i) (*) ; et fon en con- 
clura AM < MT, AM > PM. 

Je ferai remarquer à cette occasion , que le rapport 
entre la tangente et le sinus d’un arc tend sans cesse 
vers l’unité, à mesure que l’arc diminue; en effet, de 
, sin a , sin a 

gû — ° n tire ï^ = C0Sa; et corame 

cos a approche sans cesse de l’unité , il s’ensuit que la 
tangente et le sinus approchent aussi de plus en plus 
de l’égalité , parce que la limite ( Alg. a 54 ) de leur 
rapport e$t l’unité. 

17. Il suit évidemment de là, que si la valeur de la tan- 
gente et celle du sinus d’un petit arc AM , ne diffèrent 
point dans un certain nombre de leurs premiers chiffres, 
ces mêmes premiers chiffres donneront aussi une va- 
leur approchée de Jfec. En prenant, par exemple, 
PM= 0,0001 , on trouve * 


CP = V CM — pm'= 


et MT = 


CMx PHt 


°»999 999 995 , 


£,p = 0,000 1 00 coo 000 5 , 


(*) La proposition rappelée ci-dessus est un cas particulier de 
«eue autre : Les lignes gui sont partout convexes dans te mime 
sens, sont d’autant plus longues qu'elles s'écartent davantage de 
la ligne droite. En effet, si l’on mène & la ligoe cour lie AC'B.fig pj- , 

.ntèrt eU rc à la courbe AMB, une tangente DE, cette tangente sera 4 
plus courte que l’arc DME, et on aura ADEB AMB. Tirant 
ensnite par les points il et L, intermédiaires entre A et C, Cet B, le* 
tangentes FG, IK , on formera une nouvelle ligne brisée AFGJKB 
qui sera moindre que la première, puisque FG < FD -I- DG ’ 

LK < lE-v EK. Il est évident que l’on construira de la même ma- 
nière uqe suite indéfinie de lignes brisées qui iront sans cesse en di- 
minuant !> mesure qu’elles approcheront «le se confondre avec la 
couibe ACB. qu i sera donc non-seulement plus |>eiite que AMB 
mats encore que toutes Us lignes btisties dont 00 vtftt de parler. ’■ 
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valeur qui ne diffère de PM qu'au treizième chiffre ; 
otf peut donc prendre ce nombre pour la valeur de 
l’arc AM exprimé en parties du rayon (*). 


18. Pour appliquer les formules des n°* 12 , 1 1 et 10, 
il faut connaître au moins le sinus de l'un des arcs com- 
pris dans le quart de cercle ; or il y a deux de ces arcs 
slont le sinus est facilement connu , savoir , le quadrans 
et son tiers. En effet, le sinus du quadrans nest autre 
chose que le rayon , et le sinus du tiers de cet arc est 
égal à la moitié du rayon. 

Lapremière de ces valeurs est évidente par la figure 3; 
et la seconde résulte de ce que le côté de l’hexagone 
^ inscrit, ou , ce qui est la même chose , la corde des 3 
Fig. 8. du quadrans ,Jig. 8, est égale au rayon (Géom. 146) ; la 
moitié de cette corde sera donc le sinus de 3 du qua- 
drans (14). 

En partant du quadrans entier, la formule 

sin £ d i {/aR*^[^ïcôsc/ 
donne le sinus de la moitié, puis celui de la moitié de 
cette moitié ou du quart du quadrans , et conduit à 
toutes les fractions comprisea^ans la suite 


(*) Ls même chose >e prouve en réduisant en série l’expression de 

1 . _ _. sin a sin a 

U tangente. En effet, on a tan g a = = — — ■ — (8, 10) j 

cosa y, — *ina* 

• lin a . , . , — i ... 

snsts — — =t sm a ( 1 — sm a* ) * ; développant la domiérs 

y 1 — sina* 

quantité par la formate da binôme , on trouvera 

tanga ZZ sin a -t- j-aina } + J sin a 5 ■+■ etc. 

Il est évident que tant que sin a sera nne petite fraction décimale, 
le terme £ sin a ] ne pourra influer que sur les derniers chiffres de 
l’expression de tang a , et que dans les premiers en aura tanga = sin a. 

Pour siaa =3 0,0001 , on a £ sin a 1 = 0,000 000 000 000 5, résul- 
tat qui ne peut •langer que le treizième chiffre. 
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La même formule , lorsqu’on part du tiers du qua- 
drans, détermine successivement le sinus des fraction* 

i> -ht T* > Tî> K» etc - 

de cet arc. 

On voit par là que s’il était divisé en un nombre de 
parties égal à quelqu’un des dénominateurs des fraction* 
ci-dessus , oq trouverait directement le sinus de chacune 
de ses parties, et on en formerait' une table, en les 
inscrivant à côté des arcs auxquels ils appartiennent; 
mais il n’en est pas ainsi : les astronomes Indiens seul» 
paraissent avoir divisé le quadrans en a4 parties , j>our 
en calculer les sinus. Un usage très-ancien , et ensuite 
d’autres raisons , ont fait adopter des divisions différente» 
des progressions indiquées ci-dessus. 

ig. On divisait autrefois la circonférence entière en 
36o parties qu’on appelait degrés; on subdivisait ensuite 
chacun de ces degrés en Go parties appelées minutes; 
chacune de ces minutes en 60 parties appelées secondes; 
chacune de ces secondes en Go parties appelée» tier- 
ces , etc. La marqua des degrés est le caractère • placé 
à la droite du nombre et au-dessus , celle des minutes 
celle des secondes ", celle des tierces *, etc. , ensorte 
que 4 a ° 3i' i4" 5" signifie 4 a degrés 3i minutes 14 se- 
condes 5 tierce*. 

Puisque dan* la mesure des angles on n’a aucun égai*d 
à la valeur absolue des arcs , mais seulement à leur 
rapport avec la circonférence entière , il semblerait 
fort naturel de la prendre pour l’unité , et d’exprimer 
les arcs par des fractions , soit quelconques , soit dé- 
cimales. Cependant quelques considérations particulière* 
ont déterminé les Savans chargés de la réforme des poids 
et mesures , à prendre l’angle droit pour l’unité de» 
angles , et par conséquent le quart de cercle ou qua- 
drans pour l’unité de» arcs. Us l’ont divisé eu cent 


Digitized by Google 


I 


t g TRAITÉ ÉLÉMÈfttAlllÈ 

parties égales qu’ils ont nommées grades , ét qu’il* 
Ont substituées aux anciens degrés ; puis chacun de ce* 
grades en cent parties égales. Ces derniçres division* 
remplacent les minutes, et peuvent être subdivisée* 
autant qu’on le voudra, suivant fa progression décimale.. 
En employant dans le cours de cet ouvrage la nou- 
velle division du cercle , j’exprimerai les arcs par dé* 
nombres décimaux écrits à l’ordinaire ; mais je placerai 
au-dessus du chiffre des unités , et à droite , la lettre * , 
pour désigner que l’unité est le quart de cercle , et pour 
empêcher qu’ou ne confonde les mesures d’arcs avec 
les autres nombres , o ’,435 , par exemple , représentera 
l’arc égal à -£$£; ou 7^7 du quadrans , et sera par 
conséquent composé de grades et 5 o minutes (*). 

AO. Le rayon du cercle sur lequel on se propose do 
construire les tables étant 1 , et sa circonférence étant 
fig. g. désignée ordinairement par air , le sinus de AB ,fig. 9, 
ou sin jï= 1 ; on a d’ailleurs cos^it = 0 : faisant donc 

l e ' — ~ K la formule sin ^a r =5 j/ a — a R cos a (i 3 ) 

fait voir que le sinus de la moitié du quart de cercle «u 

de t est i \/a (**). 

(*) Il paraît que le» principale* raisons qui ont fait choisir l’angle 
droit pour unité, sont, i°. que le cercle entier, à proprement parler, 
, ne mesure point un angle, puisqu’alor* le rayon mobile CM,fig ■ a, 
6 ' est revenu s’appliquer sur le rayon CA } a», que le sinus, auquel un 
rapporte toutes les autres ligues trigonométriques , prend dans 1 e- 
ttndue du quart de cercle, ou de l’angle droit, toute» les valeurs 
dont il est susceptible. 

/»♦) O n peut aussi s’en convaincre h. priori , puisque I« triangle 
Fig. g. CMP, fis- 9 > * st alors ■ et 1“* l’a» a P ar conséquent 

■xPM=. CM « 1 , 

d’nît • . 

"PM — i- et PM — Vî= = i V^- 

L arc 



Digitized by Googl 


DE TRIGONOMÉTRIE. ,7 

L’arc AB = | •v* étant pris pour unité, AM sera 
de c *,5 : on aura donc 

• # 

sin g*, 5 = cos 01, 5 = i ^2 =0,707 1067811 86. 

Maintenant si on fait o ^,5 — u 1 on trouvera 
sin is'= sin o»,a 5 = 0 , 382683432365 , 
cos| a' == cos o’,a 5 = 0,923879532511 ; 
mais en continuant ainsi de partager chaque arc en deux 
parties égales , on ne tombera sur aucune des parties 
décimales du quadrans : on parviendra seulement à des 
arcsde plus en plus petits, et <$>i par cette raison appro- 
cheront sans cesse detre égaux à leurs sinus (i 7 ). 
A la quatorzième division, par exemple, on arrive à 
un arc qui n’est que du quadrans, et dont le 

sinus est 0,000 095873799, moindre par conséquent 
que 0,0001 : la petitesse de cet arc est «donc telle, 
qu’il ne différera point de son sinus dans les 12 premiers 
chiffres décimaux. . 

A plus forte raison en sera-t-il de même pour les 
arcs moindres; or il est visible que tous les arcs qui se 
confondent avec leurs sinus et leurs tangentes , sont 
proportionnels à ces lignes : il vient donc 

• i ? . i* i» 1» 

an - êgo/ • sm :: — - — • 

10004 100000 16384 ’ 100000 ’ 

ou :: 100000 : 16384, 

d’où 


*fno*,ooooi: 


1 6384sin 


16084 


îocooo 


= 0,000 oi 5 707 963, 


au moins dans les douze premières décimales. On trou- 
vera par la même raison 


sin 0^,00002 = 2 sin o*, 00001 
sin o*,oooo 3 = 3 sin c«,ooooi 
sin o?, 00004 = 4 s * a 0^,00001 
etc. 

Trigonométrie. 
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Ayant soin de calculer en même temps le cosinus et la 
tangente de chacun de ces arcs, on verra qu’on peut suivre 
cette voie jusqu’à l'arc dont le sinus et la tangent^se con- 
fondent encore dans les douze premières décimales. 

Si l’on ne voulait avoir les valeurs approchées que jus- 
qu’à la huitième décimale , on pourrait pousser ainsi 
jusqu’à l'arc de o*,ooi. 

Pour s’élever ensuite à des arcs plus grands, on se 
servira des équations 

sin sa ^ s sin a cos a 
cos a a = cos a a — sin a* 
sin ( a±.b ) = sin a cos b ± sin b cos a 
cos (a ±: b) = cos a cos b zç: sin a sin b ; 

faisant successivement a=ot, oo 1 , a=û*,ooa, etc. dan* 
les deux premières, on en déduira 
sino ? ,ooa, coso*,oo2 , sino*,oo 4 , coso*,oo 4 , etc., 

et prenant ensuite a=ot, ooi , b— 01,00s, tn^c’jOOa, 
i>=o ? ,oo 3 , etc. , on obtiendra , par le moyen des deux 
dernières, 

sino*,oo 3 , coso*,oo 3 , sino»,oo 5 , cc*c ? ,oo 5 , etc. 

Cet exposé suffit pour faire concevoir comment on a 
pu former les tables trigonométriques. Il existe d’ailleurs 
des méthodes plus expéditives pour calculer les sinus des 
arcs quelconques , par le moyen de séries convergentes 
qui se déduisent des équations du numéro 1 1 . On les trou- 
vera dans l’Introduction de mon Traité du Calcul difll- 
rentiel et du Calcul intégral. 

ai. Pour faciliter les calculs on a substitué depuis 
long-temps aux valeurs des sinus , cosinus, tangentes et 
cotangentes, leurs logarithmes; et dans la plupart des 
tables, on ne trouve plus que ces derniers; ensorteque, 
par leur moyen, on résout toujours l’une ou l’autre de 
ces questions : 
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i*. Un arc étant donné , trouver le logarithme de son - 
sinus , ou de son cosinus , ou de sa tangente , ou de 
sa cotangente. 

2°. Connaissant le logarithme du sinus, ou du cosi- 
nus , ou delà tangente, ou de la cotangente d'un arc, 
trouver cet arc. 

La solutionne ces questions tient à la disposition des 
tables , disposition qui n’est pas la même dans toutes, et 
qui se trouve toujours expliquée en tète de chacune 
d’elles; c’est pourquoi je n’en parlerai point ici. Je 
me bornerai àaindiquer les tables de Callet, comme les 
meilleures relativement à l’ancienne division, et celles de 
Borda ou celles de MM. Hobertetldeler, par rapport à 
la nouvelle. 

Lestablestrigonométriques n’embrassent que l’étendue 
du quart de cercle ; mais elles donnent malgré cela les 
sinus et les cosinus , les tangentes etlesçotangenjes, pour 
tous les arcs , quelque grands qu’ils soient, ainsi que je 
vais le faire voir en examinant la marche des lignes 
trigonométriques par rapport aux divers degrés de gran- 
deur par lesquels peut passer un arc de cercle. 

22. Pour bien comprendre ce qui va suivre, il faut se 
pénétrer d’avance de la continuité qui règne toujours 
entre les différens résultats qu’on déduit d’une même ex- 
pression algébrique , oud’une même construction géomé- 
trique, et qui consiste en ce que chaque valeur que prend 
l’expression dont il s’agit , est toujours précédée ou suivie 
de valeursqui diffèrentaussi peu qu’on voudra de lapre- 
mière , et en ce que , dans la description d’une ligne , 
chaque point est toujours précédé ou suivi de points qui 
lui sont immédiatement contigus. Cela posé, si on con- 
çois que le rayon MC, Jig. 10, d’abord couché sur^C, Fig. 
tourne autour du point C, comme sur une charnière , ce 
rayon formera successivement , avec A C , tous les angles 
possibles; et le point M , situé à son extrémité, passera 

B a 
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snrtouslespointsdelacirconférenceducercle./^5.^ , .B , .'^ l 
ou , ce qui est la même chose , la décrira. En suivant avec 
attention le mouvement que je viens d’indiquer, on voit 
d'abord qu’au point A, où l’arc est nul, le sinus est 
nul aussi , et le cosinus ne diffère pas du rayon AC. 
Lorsque le rayon CM s’est détaché de AC , le sinus 
PM augmente à mesure que le point M, que j’appellerai 
désormais le point décrivant , s’avance vers B ; et quand 
il y est parvenu, PM devient égal à CB , ou au rayon. 
Dans les mêmes circonstances , le cosinus PC diminue 
sans cesse, etdevient nul lorsque le poi»t M est en B } 
l’angle A CB est alors droit, et l’arc AB = ±7r. Le point 
/l/continuant son mouvement au-delà du point B, le sinus 
décroît, et le cosinus, qui tombe maintenant sur le dia- 
mètre AA ' , d’un côté du point C , opposé à celui où il 
était avant le point B , augmente. C'est ce que prouve la 
seule inspection «le la figure : P'M' , sinus de ABM', est 
moindre que BC, sinus de AB , et CP', cosinusdu pre- 
mier de ces arcs , surpasse le cosinus du second , qui est 
nul. Il est à propos de remarquer que P'M' et CP' sont 
respectivement le sinus et le cosinus de l’arc A' M' , 
comptédu pointé' et supplémentde^ÆAf'; d’oùilsuit 
qu’un angle obtus az le même sinus et le même cosinus 
que son supplément. ; 

LorsquelepointM' est parvenu en A' , le sinus est nul 
comme au pointé, et le cosinus est encore une fois égal 
au rayon. Au point A', l’arc AB A’ est égal à la demi- 
circonférence, ou à 4r : l’angle ACM a atteint sa plu* 
grande limite , mais rien ne s’oppose à ce que le rayon 
CM et le point décrivant ne continuent leur mouvement, 
en passant au-dessous du diamètre AA'. Le sinus, qui 
devient alors P* M", tombe aussi au-dessous du dia- 
mètre , et augmente à mesure que le point M" s’approche 
de B', tandis que le cosinus CP " diminue. Au point B', 
où l’arc AB A' B' est les | de la circonférence, ou|w. 
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l’un est égal au rayon CB', et l’autre est nul. Enfin, 
depuis B' jusqu’en A, le sinus P m M", toujours au-des- 
sous de AA' , diminue sans cesse, et le cosinus CP" , qui 
se trouve alors du même côté où il était dans le premier 
quart de cercle AB , augmente et devient égal au rayon 
en A. A ce point le sinus est nul , le point décrivant a 
achevé une révolution , mais il en peut recommencer une 
autre; et considérant toujours comme un seul arc la to- 
talité du chemin parcouru par c*point, depuis le com- 
mencementdu mouvement, on aura desarcs plus grands 
que la circonférence, et qui auront les mêmes sinus, co- 
sinus, tangentes, cotangentes, que ceux qui ont été dé- 
critsdans lapremière révolution. Ces considérations mè- 
nent àdes conséquences très-importantespour l’analyse, 
et que j’ai développées dans mes Traités de Calcul diffé- 
rentiel et de Calcul intégral. 

a3. Il faut chercher maintenant comment Iesexpres- 
sions algébriques des sinus et des cosigus répondent aux 
diverses circonstances que je viens d’exposer. Pour 
cela , je fais d’abord a=j<r dans les équations 

cos (a±:h)=cosa cosèqr sina sin b î . 

sin (a±:è)=sin a cosè sin & cos a j ^ ' 

En observant que cos±w = o, et que sinj7r = i , on 
trouve •' 

cos (iwrfci) =qr sinfr, 
sin (i7r±è) =cosè. 

Il faut remarquer deux choses dans ces expressions , 
savoir : leur valeur absolue , et le 1 signe dont elle est 
affectée. 

Cette valeur se vérifie sur la figure ; car AB étant 
ï 7r , si on prend l’arc BM' pour b , l’arc AM' sera 
i ~\-b ; mais P' M' étant le sinus de AM' aussi bien 
que de AM' , sera le cosinus de BM' ou de bj tan- 
dis que CP 1 en sera le sinus. 


» 
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Quant au signe — qui affecte cosQtt-}- i) il en 
résulte que si l’on regarde comme positifs le sinus et le 
cosinus d’un arc moindre que le quart de la circonfé- 
rence, le cosinus d’un arc plus grand sera négatif, 
tandis que son sinus sera positif. Si l’on fait aussi b=~ 71 , 
on aura cos ir ■=. — 1 , sin tt = o. 

Supposant ensuite que, dans les équations (A), 
a=w, on obtiendra ^d'après ce qui précède , 
cos (t dz b) = — cos b 
si n(Tr±b) = zp sin b. 

La valeur absolue de ces formules peut se vériGer 
aussi facilement que celle des précédentes : leur 
signe montre que tout arc compris entre t et 
aura son sinus et son cosinus négatifs ; et lorsque 
b = , on a 

cos 2 tt = o , sin = — l. 

Enfin quand ar=f tt , les équations (A) se réduisent, 
en vertu des valeurs précédentes , à 

cos (|w ±:i) = ±;sin b, 
sin (fs r±6)= — cos b, 

et il s’ensuit que tout arc compris entre f w-et^ff ou 3?r, 
a son cosinus positif et son sinus négatif. 

En récapitulant ces résultats on verra , 

1 °. Que depuis le point A jusqu’au pointé, où l’arc 
A B A' = tt, les sinus sont positifs; 

3°. Que depuis le pointé' jusqu’au point A, où l’arc 
ABA'B'A—ztt, c’est-à-dire de tt jusqu’à inr , les sinus 
sont négatifs; 

3°. Que depuis le point A jusqu’au point B , où l’arc 
AB = •‘tt, les cosinus sont positifs; 

4°. Que depuis le point B jusqu’au point B', où l’arc 
ABA' h ' —\tt , c’est-à-dire de{ 7r à j», les cosinus sont, 
négatifs; ’ 


« 


* 
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I 5*. Enfin que depuis le point B' jusqu'au point A , ou 
l’arc AB A' B' A — vit, c’est-à-dire de àa^r, les eosi- 
nus sont positifs: 

Et l’on remarquera sans peine que les sinus changent 
désigné lorsqu’ils passent au-dessous du diamètre AA\ 
et les cosinus , lorsqu’ils passent d’un côté à l’autre du 
point C , ou qu’ils tombent en-deçà ou en-delà du dia- 
mètre Bff j perpendiculaire au premier. * 

Avec ces attentions , on étendra les formules du 
n° 11 à toutes les grandeurs possibles des arcs AM et 
MN,Jig. 4; et les valeurs conclues de ces formules s’ac- *‘B- 4- 
corderont avec celles qu’on déduirait de la construc- 
tion et des raisonnemens du n° cité , si on les appli- 
quait immédiatement aux arcs proposés , exercice 
qui peut être utile au lecteur. 

a4- En suivant le cours des tangentes on trouvera qu’elles 
augmentent sans cesse depuis le point A,fig. 10 , jusqu’au Fig. tu. 
point B , où l’arc AM est devenu égal àjTr. A ce point, 
la sécante NC se confondant avec CB , est parallèle à 
la tangente AN , et ne la rencontre par conséquent plus; 
ensorte que l’arc AB n’a point, à proprement parler , 
de tangente trigonométrique. On dit cependant que sa 
tangente est infinie ; mais par cette expression, il faut 
entendre qu’en prenant le point M aussi près du point B 
qu’il ser^ nécessaire , on trouvera une tangente AN 
plus grande que telle quantité qu’on voudra. C’est aussi 

sin a . , 

ce que prouve 1 équation tango=^^, qui donna 

pour tanga une valeur d’autant plus grande , que cos et 
est plus petit, ou qu'on approche davantage du point B. 

Lorsque a= c’,5o, il vient cosa=sina, et par \ 
conséquent tango , ,5o= t. 

On prouve la même chose par le triangle CANJig. g, 
qui devient isoscèle dans ce cas, puistjue l’angle A CN 
«tant égal à la moitié d’un droit, il en est néGessairemert 
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de même de l’angle ANC-, la tangente AN est donc 
égale au rayon. 

Ï'S- i° Quand l'arc AM, fig. îo, est plus grand quc-jw, le 
rayon CM ne rencontre plus la ligne AN au-dessus du 
diamètre, mais au-dessous. La véritable tangente AN' 
est égale, ainsi qu’il est facile de le voir, à A' ri tangente 
de l’arc A'M' , supplément de AM' , mais se trouve pla- 
cée dans ifft sens opposé. Dans le troisième quart du cer- 
cle, latangente qui a été nulle au point A' , repasse au- 
dessus du diamètre ^4» et AN est encore la tangente 
de l’arc A A'M" . Le rayon devenant encore parallèle» 
AN, au point B' , la tangente est encore infinie à ce 
point, passé lequel elle revient au-dessous du diamètre; 
en effet, l'arc AA' M m , par exemple, a évidemment pour 
tangente AN'. 

a5. Je vais, examiner maintenant ce qui résulte de 

„ sin a 

1 expression algébrique tang a = ç~~- 

Il est visible que sa valeur sera positive dans tous les 
cas où le sinus et le cosinus seront de même signe , ce 
qui a lieu depuis o jusqu’à j7r, et depuis w jusqu’à jît; 
elle sera par conséquent négative depuis i v jusqu’à tt , 
et depuis | rr, jusqu’à 27rjd’où il suit que, pour les tan- 
gentes comme pour les sinus et pour les cosinus, les chan- 
gemens de signes correspondent aussi aux changemens 
de situation. On trouverait de même que les cotan- 
gentes sont positives depuis o° jusqu’à jw, depuis T 
jusqu’à , et négatives depuis jusqu’à w, depuis 
■l v jusqu’à 2 TT. 

2 fi, Dans le calcul on rencontre quelquefois desarcs 
négatifs : leur sinus et leur cosinus peuvent aussi se 
déterminer par les formules du n° x î . L’expression de 
sin (a — b") changeant de signe quand on y change a en b 
et b en a, fait voir que sin (b — a) = — sin (a — b) : 


Digitized by Google 



DE TRIGONOMÉTRIE. a5 

ainsi quand a^> b, l’arc négatif b — a a un sinus néga- 
tif. 

SiVon construisait la figure 4 * dans cette hypothèse, Fig. 4 *. 
en prenant AM — b , MNz=a, et portant ce der- 
nier arc au-dessous du point M, pour opérer comme il a 
été dit dans le numéro 1 1 , l’arc AN' se trouverait au-des- 
sous de^C’aulieu d’être au-dessus : le sinus Ç/N' chan- 
gerait donc de côté , ainsi que l’arc. Quant au cosinus , 
il demeurerait du même côté ; et par les formules ou 
trouve aussi qu e cos ( b — à) = cos (a — b). 

37. La proposition démontrée. dans le n° 1 1 a encore de 
nombreuses conséquences , dont quelques-unes seront 
nécessaires dans la suite ; c’est pourquoi je les place- 
rai ici. 

1°. En ajoutant entre elles les deux équations 

• , . , . ’ sin a cos b + sin b cos a 

sin [a -f- o) = 


sin (a — b) — 


R 

sin a cos b — sinù cos a 


R 


on aura 


1 


sin (a -f- b) -f- sin (a — b) = 


S sin a cos b 
R ’ 


d’ou 


R R ' 

sinacosù =: — sin (a-f-ù) -j sin (a — b). 

~J a a 

a®. En retranchant la seconde équation de la pre- 
mière, on aura 

L . , 2 sin b cos a 

sin (a -f- b) — sin (a — 0) = - 


d’où 


R 


/? R 

sin b cos a — — sin (a -f- b) — — sin (a — b). 

Lorsque a=b , cette formule et la précédente donnent 

R . 

cos a sin a — — sin aa. 
a 
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3°. En ajoutant entre elles les deux équation» 

, cosn cosè — sine sin b 

cos (a -f- c>) == y-' , * 


cos (a — b) z 


R 

cos a cos b -4- sin a sin b 


II 


on aura 


cos (a + b) + cos (a — b — 


a cos a cos b 


R 


d’où 


Tl H 

co ta cos b = — cos (a -J- b) +— cos (a — b). 

Lorsque a— b, cette formule donne 
a B , R * 

cos or — — cos za -1 , 

a 1 3 

en observant que le cosinus est égal au rayon, lorsque 
l’arc est nul. 

4°. En retranchant la première de la seconde, il 

viendra . ^ 

' , , , 2 sin (i sin b 

cos (a — o) — cos (a+o) = ^ , 

d’où 

R Tl 1 

sin a sin b r= — cos (a — ù) -y- — cos (a 4 - b). 

Lorsque az=b , cette formule donne 
, R » R 

sin a = cos 2 a. 

3 2 

5°. Si l’on fait a -f- b = a', a — b = b\ on trouvera , 

en ajoutant ces deux équations aa—a! -\-b\ et en 

retranchant la seconde de la première , 2 bz=za ! — b'\ 

a' + b' , a' — b' 

il suit de la que a = , b . 

^ .33» » 

Mettant ces valeurs de a et de b , dans les expres- 
sions de sinacosù, sinècosa, cos a cosù , sin asinù, 
obtenues précédemment, on trouvera 

• \ 


OigitKed by^àoegle 
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sin J ( a ' -f- A') cos l (a' — b') = — (sin -f- s ‘ n b') 
cos ; (a' -f- b’) sin { (a' — b' ) = — (sin a' — sin A') 
eos£ (a' + A') cos ; (a' — A') = — (cos a' -f- cos A') 

sin i ( a' -f- A') sin 5 (a' — A') — — (cos A' — cos a') . 

Divisant la seconde des formules précédentes par la 
première , on aura 

cos£ (a' -+• A' ) sin -j (a' — ■ A' ) 

sin 5 (a' 4- A') cos 5 (a' — A') 

sin j (a' — A') cos j (a' -f- A') sin a' — sin A' 

cos 5 (a' — A') ’ sin 5 (a' -f- A') sin a' -f- sin A'' 

Observant ensuite que — — -77— > (®) et 1 ue P ar 


fi 


cos A R m . 

conséquent ^ , on obtiendra 

sin a' — sin A' 


sin A 
tangj (a' —b') 
tang j (a' -f- A') 


’ sin a' + sin A'" 

On conclura de même des deux dernières formule» 
rapportées ci-dessus, que 

cos b' — cos a' tang 5 (a' -f- A') tang — A') 

Tjs 


-4 


cos a! + COS O 
6 °. En divisant l’expression de sin (adtA) par celle 
de cos (arfcA) , on aura 

sin (a±:b) sin a cos A dt sin A cos a 

cos (a±. A) cos a cos A zp sin a sin A ’ 

divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de 
la fraction du second membre par cos a cos A , elle de- 
viendra 

sin a , sin A 


cos a 
sin a 


cos a 


cos A 
sin A » 
cos A 
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et comme en général — — (8). on obtien- 

0 cos -4 R v 

dra par ce moyen 

tanga^ tangé 

tang(arfci) R R R (tang ait tang b) 

R tanga tangé R 1 zç. tanga tan g b ’ 

. 1 -^~R~'~R~ 

« «b .»g (a ± 6) = y* ■**“■?>> . 

6 v J R* ip tanga tang 6 

R % 

En se rappelant que cot A = ^^ —(9), on trouvera 


cot (fl+J) = 


fl* 


fl* zg: tang a tang b 


tang (a ±: 6) 
fl* 


fl*qr 


tang a ziz tang b 
fl* 


cofca ' cot b 


fl* 

cota " 


fl* 

cot À 


et en réduisant, on parvient à 


cot (a rfc b) 


cota cot b zgî R* 
cot b zt cota 


o . . tang j (a' — b') sina' — siné' , 

28. L équation — & ») , . — _ — - - , de 

tang j (a + b ) sin a -f- 6in b 

laquelle il résulte que la somme des sinus de deux arcs 

est à leur différence , comme la tangente de la demi- 

somme de ces arcs est à la tangente de leur demi-dijffé - 

rence , s'obtient immédiatement par une construction 

géométrique fort élégante. 


*• AM et AN ,fig. 1 1 , étant les deux arcs a! et b', on 
aura MP= sin a*, NQ=sinb' ; menant NC pa- 
rallèle au diamètre AB , prolongeant MP jusqu'en M' , 
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il en résultera 

MR = MP — NQ = sin a' — sin b', 
M'R=M'P+NQ — sina' + sinb' (14). 

Cela fait , si du point C , comme centre , et d'un rayon 
CD, égal à celui du cercle A CB, on décrit un arc ED G, 
que l’on mène au point D de cet arc une tangente ter- 
minée par les droites CM etCM', il est visible que DF 
et DH seront les tangentes des arcs DE et DG, qui me- 
surent les angles MCNet N CM' ; et comme ces angles 
ont leur sommet à la circonférence du cercle ACB , ils 
auront aussi pour mesure la moitié de 

NM = AM — AN — A — b', " 

et celle de 

NM' = AM' + AN -a' + b'-. 

on aura donc 

DF = tang i (a' — b') , DH— tang J- (a' -f b'). ■ 

Mais à cause des parallèles MM' et FH , on aura cette 
proportion 

mr : m'r :: df : dh, • 

lino'— sini': sina'-f-sinè' : ; tangua' — b') : tangj(a'-f-2/), 

ce qui revient à l'équation proposée. 

Il serait facile de modifier la construction ci-dessus de 
manière à en déduire les diverses équations analogues à 
celle qu’on vient de démontrer. 

29. Comme on a souvent occasion de faire usage 
des formules auxquelles je suis parvenu précédem- 
menf, je les ai réunies dans le tableau suivant , avec 
d'autres qui s’en déduisent par des procédés faciles à 
imaginer. Les numéros qu’on lit après chaque formula 
marquent les articles où elles ont été trouvées , ou 
desquels on peut les conclure. 
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Tableau des formules trigonométriques les 
plus usitées. 


sin a* + cosa* = R ” (10) - 
. „ , , . sin a cos b ± sin b cos a \ 

- »» ( a±b) = ^ 1 

. cosa cos b qi sin a sin b f ' ' 

. cos (a±:o) = l 

, sinacosè= ÿR^sin (a -f- £) + sin ( a — ^)3 ) 
cos a sin b = j fl[sin (a + b) — sin (a — &)] l ✓ 

cosacosè= -jR[cos (a-j- b) -f- cos (fl — b)] l ^ •* 

sin a sin b = — i R[cos (a -j- b) — cos (a — b) J J 

- si* a -f sin t sin j Ça-j-b) cosj (a— b) ) 

- sin a — sin£ = ’ cos \ (a -f- b) sin £ (a — è) I 

- a ) C»7 

cos a -f- cos b = — cos 5 (a -f- i) cos 5 fa — è) / ' 

R 

2 I 

- cos a — cos b = — — sin £ (a -f- b) sin j (a — b ) I 


9 sin a cosa 


(1 '>«in£a =5 \ZaR ‘ — aflcosa (i 3 ) 


cos a* — sin a* a cos a 5 — R’ . . 

- cos aa = ^ ^ (11) 

- sin a” = £fl(R — cos aa) (37) 
cosa” = jR(R +cos 2a) (27) 
sina* — sin &”=r=cosè“ — cosa”=sin(a+£)sin(a — b) (il, 10) 
cosa” — sin&” = cos(a-|-§) cos (a — b ) (11, 10) 

ü sin a , ON ^ R” R cosa ^ 

— tang a— (8),— cota=- — — : (9) 

0 cosa tanga sin a J 


_seca = 


-toséc a = (8) 

sin a 


, , R sin (a ±b) fl” (tang a ± tang b) , 

-,^ S (a * n = coi = ^-,;,, 8g „4r 07) 
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Suite du Tableau des formules trigonométriques. 


tang a -f- tang b = 


R‘ gin (a -f- b ) 
cos a cos b 


. sinYa — b ) 

tang a — tang b — r— 

° ° cos a cos b 

, R* sin (a -f b) 

cot a -f- cot b ~ m - — t— 


, R 1 sin (a -f b) 

cot a -J- cot b = m . — : — r— 
^ sin a sin b 

, R 1 sin (a — b ) 

cota COt& = : : — r— 

sin a sin b 


(8, il) 


. , . /î 4 sin ( 

tanga 4 — tango 4 = — w 


R 4 sin ( 

tt h a v 

coi a cv 

sin a-f-sin b 

Ht/ 

tang '-i^S+b) 

sin a — sin b 
sin a-f-sin b 

tang i (a— 6) 
tang i (a-f-i) 

cosa-f-cosô 
sin a-f-sin b 

cot i (a — èf 

c'osa — cos b 

R 

sin a — sin b 

tangi(a— fc) 

cosa-f-cos6 
sin a — sin b 

R 

• cot | (a-f-i) 

cosa — cosè 
cosa-f-cosi 

~JC~ 

cot ï (a — i) 

icosa— cos6 ~ 

tang i (a-f-6) ' 


cos a“ cos b 1 
[a -f- b) sin ( 
sin û“ sin b 1 


sin a tangja) 

/l+ C0Sa 

~ R \ 

^in a 

cot 5 a | 

R — cosa~ 

‘ « [ 

séca 

-f- séc b 

séc a 

— séc b 


R tang a R * . 

sin a as - ■ ■ ^ - — , cos a == ■- - (8, î o) 

\/ -f- tang a* \/ /{“-f- tang a“ 

/î=rsin i* =0030’ =tang-jt=cot- 5 * = séc o’=coséc if 
• — » ®éc (23, a4) 

sin a = j corde 2a (i4) , 

sin (i ? ±^) = -f- cos b , cos (i i±h) rp si ni) 

sin (o.i±:b) — qr sin b , cos (2 ? ±:è) = — cos i f , *• 

sin (3 — — cos 6 , cos (3t-t^/i) = ± sin £ ? ' 

sin (4 4 ±:à) ï=±sin Z> , cos (4 ? Ü) = -f- cosii ; 
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3o. Je vais parler maintenant de l’application des 
tables trigonométriques à la résolution des triangles , 

* pour laquelle il*fautse rappeler que, par le moyen de 
ces tables , lorsqu'un angle est connu , la valeur de son 
sinus, celle de son cosinus, celle de sa tangente , et celle 
de sa cotangente sont connues aussi , et que , récipro- 
* ■* quement, quand la valeur de l’une de ces lignes est don- 

née, celle de l’arc c^it être regardée comme donnée. 

Tig. n. Soit CDE , fig. 12 , un triangle rectangle en D ; de 
l’un des angles aigus C, on décrit , avec un rayon égal à 
celui des tables, l’arc AM, on abaisse PM perpendi- 
laire sur AC; enfin on élève la tangente AN , pour for- 
mer les deux triangles des tables, savoir : CPM qui sera 
celui du sinus et du cosinus , et CAN celui de la tan- 
gente et de la sécante. L’un (g^aOtre seront semblables 
au triangle proposé, et en les comparant successivement 
avec celui-ci, on en tirera 

cm : pm :: ce: de ) / R : sin c :: ce : de 

cm : cp ::CE'.cd1 ou l r : cos c :: ce : cü 
ca : an :: cd : de ou r :tang C:: cd : de. 

L’angle E étant complément de l’angle C , on aura 
cos C =sin les deux premières proportions peuvent 
se réunir dans une seule et s’énoncer ainsi : Le rayon 
est au sinus de l'un des angles aigus du triangle rectangle 
proposé, comme l’hypoténuse est au côté opposé d cet 
* angle . 

La troisième montre que le rayon est à la tangente 
de l’un des angles aigus du triangle rectangle propo— ■ 
sé , comme le côté de l'angle droit adjacent à cet angle 
aigu est au côté opposé. 

| Le rayon étant toujours donné, il sufiira de connaître 

deux des trois autres termes de chacune des proportions 
que je viens d’énoncer , pour trouver celui qui reste. 

Ainsi 


ï 

V 

t 
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Ainsi, par la première on déterminera toujours une de 
ces trois choses : l'hypoténuse , un côté et un angle aigu, 
lorsqu’on en connaîtra deux. 

Je mets simplement un angle aigu , quoique la pro- 
portion exige que cet angle soit opposé au côté donné 
ou cherché , parce qu’un des angles aigus fait trouver 
loutre sur-le-champ; et que par conséquent si celui 
qu?on connaît ou qu’on cherche , ne remplit pas cette 
condition, on peut employer son complément. 

Par la seconde {foportion on déterminera toujours 
une de ces trois choses : les deux côtés d’un angle droit 
et un angle aigu, lorsqu’on en connaîtra deux. 

t ** sult de là , i°. que , connaissant un côté et un angle 
d'un triangle rectangle , on peut calculer les deux autres 
côtés ; j°. que, connaissant deux quelconques des côtés, 
on peut calculer les angles aigus. 

Ces deux cas ne comprennent pas celui où l’on à deux 
côtés quelconques d’un triangle, et où l’on cherche la 
troisième ; mais celui-ci se résout immédiatement par 
la propriété connue du triangle rectangle, qui donne 

CÛ -\-DE—CE , et d’où l’on tire 6’£'= \/cd *-\-De\ 

Si l’on connaissait l’hypoténuse CE, et l’un des côtés 
de 1 angle droit, DE , par exemple, on aurait 

CD — VcËL Tut. 

En observant que CË—DË~^CE+DE){CE~DE) 
et en prenant les logarithmes des deux membres dé 

l’équation CD = {/( CÏL + DE ) ( CE — DE ) on 
trouverait ’ 

1 CD = i[l (CE + DE) -f 1(CE — DE)]. - ~ 

Lorsqu'on construit des formules qui' doivent servir ' 
a des calculs numériques ,. il faut toujours. tâcher de le» 

Trigonométrie. C 
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préparer de manière qu’on puisse y appliquer les lo- 
garithmes commodément ; c’est-à-dire qu’on ne sait 
obligé de passer des logarithmes aux nombres, et de 
repasser de ceux-ci aux premiers, que le moins qu’il 
est possible. En appliquant les logarithmes à la re- 
cherche de CD, au moyen de sa première expression. 
On sentira bien évidemment l objet de cette remarque. 

Je terminerai cet exposé des principes qui servent 
à résoudre les triangles rectangles, en observant que les 
deux cas traités en dernier lieu , s» résolvent aussi par 
le* deux proportions rapportées au commencement de 
cet article ; car, i°. si, connaissant CD et DE, on 
veut trouver CE, on pourra calculer l’un des angles 
aigus , C, par exemple , par la proportion R : tang C 
: ; CD : DE -, ayant trouvé cet angle , on calculera 
l’hypoténuse CE par la proportion R sin O” CE 
; DE\ dais laquelle on connaîtra les trois termes R , 
«in C et DE. a 0 . Lorsque l’on connaîtra l’hypoténuse 
* CE et l’un des autres côtés, CD , par exemple , on 

calculera l’angle aigu opposé au côté cherché , par la 
proportion R \ sin E , ou cos C f. CE : CD ; puis on 
trouvera le côté DE par la proportion R i sinC ” CE 
'.DE. 

3i. On peut résumer ce qui vient d’être dit sur les 
triangles rectangles d’une manière commode , en dési- 
gnant leurs angles par A , B , C , A étant 1 angle droit ; 
et nommant a, h et c les côtés qui sont respectivement 
opposés à chacun de çes angles , ainsi que le montre 
F, g . .3. la figure i3. On aura d’abord par le premier principe 

R : sin C:: a'.c, RltinBy.a'.b, 

d’où l'on tirera 

C sin C b __ sin B 

«*“ R ' R ' 
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Chassant a de ces deux équation», ce qui se fait en di- 
visant chaque membre de la première par son corres- 
pondant dans la seconde, on trouvera 

' I 

c ' gin C 
b sïnÜ5 * 

«t comme sin -0 = cos C, et que :i 

H cosC R • u en 

résultera g = équation qui représente le second 

principe énoncé dans le numéro précédent. 

Enfin , si l’on quarre chaque membre des deux pre- 
mières équations, et qu’on ajoute ensuite , membre 4 
membre , les équations résultantes , en observant que 
sin C* + sin B»æ sin O -j- cos C* « B» ( 1Q ) , 
on aura * 

c* h* , 

-a + ^ = i , ou -f- c* =5 a*. 


Il suit de là que les deux équations 

c sin C b sin B 

• â“ R * â~ nr ~ T W * 

suffisent , conjointement avec la relation qui existe entre 
les angles B et C , pour résoudre tou8 les cas dés trian- 
gles rectangles. 

3a. Le principe sur lequel est fondée la résolution des 
triangles rectangles , conduit à celle des triangles quel- 
conques. En abaissant de l'angle B du triangle ABC , 
fig. 1 4, une perpendiculaire BD , on formera deux Fig. 
triangles ABD , BDC , rectangles en D ; on aura dans 
le premier 

, R : sin A :: ab : bd , 

et dans le second 

RiùaCy.BCr.BD, 
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ce qui donnera • 

R X BD== sin Ax AB , R x j5D = *in C X BC, 

et d’où il suit par conséquent 

sin A X. AB =sin C X BC , ou sin A :sinC:: BC \ AB. 

Lorsque la perpendiculaire tombe en dehors, l'angle C 
n’est pas commun au triangle ABC et au triangle BCD ; 
mais l’angle BCD et l’angle BCA , valant ensemble 
deux angles droits , ont le même sinus ( 23 ), 

La proportion obtenue ci-dessus peut se convertir 
en principe général , et s’énoncer ainsi : Dans un 
triangle quelconque , les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés à ces angles. 

33. La même proposition se démontre aussi de la 
manière suivante , qui paraît plus analogue à l’idée que 
j’ai donnée de la Trigonométrie, dans les numéros 1 eta. 

Fig. i5. Ayant inscrit le triangle ABC,fig. i5, dans un cercle, 
si l’on décrit du centre O de ce cercle , et avec un rayon 
Oa, égal à celui des tables , un cercle abc, puisqu’on 
joigne par des droites ab , bc et ac, les points où les 
rayons AO, BO, CO, rencontrent le cercle des tables, 
on formera un triangle abc semblable au triangle pro- 
posé , et dont les côtés ab , bc et ac se déduiront des 
tables. 

La similitude des deux triangles ABC et abc devient 
évidente lorsque l’on remarque que les droites aO , bO 
et cO étant égales comme rayons d’un même cercle , 
ainsi que les droites AO , BO , CO, les triangles AOB, 
BOCet AOC, ont leurs côtés AO et BO, BO et CO, 
AO et. CO , coupés proportionnellement aux points a 
et b, b et c, a et c, et que par conséquent les droites 
AB et ab , BC et bc , AC et ac, sont respectivement 
parallèles : on a donc 

AB : BC : AC :: ablbc : ac, 
ou :x lab ibc : îac. 
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Cela posé, les angles du triangle abc, ayant leur 
sommet placé à la circonférence , sont mesurés par la 
moitié de l’arc que soutend le côté qui leur est opposée, 
et chacun de ces arcs a évidemment pour sinus la 
moitié de ce même côté (i4) : donc 

j ab — sin c = sin C , 
j bc — sin a = sin A , 

£ ac = sin b =; sin B , 

et par conséquent ^ 


AB \ BC ; AC ;; sin C l sin A \ sin B. 

La comparaison des triangles AO B et aOb montre 
de plus que AB ; ab y. AO l aO , ou que AB ’ asin C 
AO : aO ; c’est-à-dire que chaquecôté du triangle ABC 
est au double du sinus de, l'angle qui lui est opposé , 
comme le rayon du cercle circonscrit est à ' celui des 
tables (*). ■' 

34- En désignant, comme dans le n° 01 , les .trois 
angles par A , B, C, et les côtés respectivement opposés 
à chacun de ces angles", par a, b , c , on aura , Ü’aprèi 
ce qui précède , les proportions 

sin A ! sin B “ a ; b , 

sin A : sin C : ; a ", c , „ • 

sin B : sin C b c, 

desquelles on déduira les équations 


b 

a" 


sin B 
" sin A* 


c sin C 

a ~7 smA * 


c 

V 


sin Ç 


’ sin B’ 


(*) On pourrait considérer les lignes ab, bc et ac connue lessiuus 
mêmes de ccs angles A, B, C, en prenant pour unité le diamètre du 
cercle abc ; c’est ainsi que M. Carnot les a présentées dans l’ouvrage 
intitulé Géométrie de Position. On y trouve; d’après cette déii- 
nition, une démonstration très-simple et très-élégante de la propo- 
sition du n» 11 et de scs conséquences les plus importantes. 
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On résoudra immédiatement par ces proportion* un 
triangle : i°. lorsqu on y connaîtra deux angles et un 
côté , puisqu’alors tous les angles seront donnés , et 
que les côtés cherchés seront nécessairement opposés à 
deux de ces angles ; si , par exemple , a est donné , ainsi 
que les angles B et C , on retranchera la somme de ces 
angles de deux droits , pour avoir l’angle A , et les deux 
premières proportions feront connaître les côtés cher- 
chés b et c : 2 °. quand on aura un angle et deux côtés 
dont l’un soit opposé à l’angle donné ; si c’est , par 
exemple , l’angle A avec les côtés a et b , on calculera 
l’angle B par la première proportion, et connaissant 
alors deux angles, on retombera dans le cas précédent. 

Il y a deux cas qui , n’étant pas compris dans ceux 
que je viens d’examiner, semblent échapper à la mé- 
thode : ce sont ceux dans lesquels on connaît deux 
côtés et l’angle compris , ou bien les trois côtés ; je vais 
m'en occuper successivement. 

35. Je suppose d'abord que l’on connaisse les deux 
côtés a et î, et l'angle compris C. En mettant les 
équations 

c sin C c sin C 
a sin A' b^sinB' 
sous la forme 

a sin C= c sin A , . b sin C c sin B , 

pour les ajouter membre à membre , et ensuite les 

retrancher l’une de l'autre , on trouve 

/» # , 

(a -f- b) sin C = c (sin A -f- sin B) , / 

(a — b) sin C — c (sin A — sin B ) ; 

divisant le dernier résultat par le premier , le côté in* 
connu c disparaît, et on a 

a — b _ sin A — sin B , 
a b sin A -f- sin JB‘ 
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Mais on a vu (27) que 

sin A — sin 2? tang ^ (A B") _ 

sin A -f- sin B tang* {A + B) ' 

on en conclura donc 

a — b _■ tan g î 

a + b tang 5 {A 4- B) K ’ 

d‘où l’on déduira la proportion 

a -f b : a — b : : tang i {A -f B) : tang \ (A — B) , 

qui s’énonce ainsi : La somme des deux côtés d'un triangle 
est à leur différence, comme la tangente delà demi-somme 
des angles opposés à ces côtés, est à la tangente de leur 
demi-différence. 

Tout est connu dans cette proportion, à l’exception 
de A — B -, car si on retranche de deux quadrans la 
mesure de l’angle connu C , le reste sera celle de 
A + B ; prenant par conséquent la valeur de 
tang i ( A — B) , il viendra 

tang-H-^ — £) = “ rtX tangiC^*f , ‘ 

formule qui fera connaître A—~ B. Posant ensuite 
A B — m , A — B = n , . 
et ajoutant ces équations , on en conclura 

771 -f - n 

%A :=ro + n, ou A = -■ ; 

• ■ • a 

(*) On peut aussi , pour plus de brièveté , faire la proportion 
a : b :: sin A : si nB (3a), 
de laquelle on tire immédiatement 

a -h b ; a — b :: sin A -4- sin B : tin A — sin B-, 
et l’on en conclura, par le n° 38, 

a + b : a — b :s tang J^ + i) : tang £(A — B). 


* 
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puis retranchant la seconde de la première , il viendra 

d » m — n 

a B — m — n . ou B — • 

a ■ 

On voit par là que , connaissant la somme met la diffé- 
rence n des deux angles demandés A et B , on trouvera 
le plus grand, en ajoutant la moitié de la somme à la 
moitié de la différence, et le plus petit, en ôtant la moitié 
de la différence dè la moitié de la somme* 

Lorsqu'on aura calcule tous les angles , on trouvera 
le troisième côté par la règle du n° 3a. 

36 . On peut aussi trouver immédiatement le troisième 
côté, en abaissant une perpendiculaire sur l’un des côtés 
donnés ; de l’angle A , par exemple , sur le côté donné 

Fig. 16 ,BC,Jig. 16. On aura, par la propriété connue des trian- 
gles obliquangles , AB = AC -f- BC qr 2 BC X DC , 
.le signe supérieur ayant lieu quand la perpendiculaire 
tombe en dedans du triangle, comme dans la figure, et 
le signe inférieur dans le cas où elle tombe en dehors ; 
de plus, dans le triangle rectangle ADÇ, on a ( 3 o) 
DC= AC X. sia DAC—ACxcos C, en faisant R — i : 

on conclurade là AB =AC-J-BC— tACx^CxcosC, 
et par conséquent 

AB = VAC- f BC — aAC.BC. cos C , 
formule qui revient , suivant la notation établie , à 
c = \/ a* q- b* — zabcosC, 

*" r . « » i • 

et donnera le côté c par le moyen des d'eux autres a et b, 
et de l’angle C. Un seul signe suffit au terme a ab cos C, 
parce que quand l’angle C est obtus , son cosinus est 
négatif , et change par conséquent le — en -f-, comme 
• l’exige la construction géométrique. ~ 1 

37. Cette formule ne se prête pas commodément au 


« 
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Calcul logarithmique-, mais comme on a 
cos aC — i — a sin C* (37 ) , 
on aura aussi - ~ , 

cos C ~ 1 — 2 (sin \ C)* , 

en écrivant j C à la place de C; et par cette transfor- 
mation*on obtiendra 

c = j/a 1 -f- — a ah -f- 4aô (sin î O* — 

V/(a — ^)* + 4 a ^ (sin i C) 3 . 

Faisant ensuite ab = tang a , il en résultera 

«f — (a — 6) j -f- tang <t“ = , puisque cos et = 

CO S et 

r. On calcujera facilement.tang et par la pre- 


V^T-î-tang* 4 

mière formule j et lorsqu’on sera parvenu à l’angle et, on 
aura par la seconde c = - a ^ ' 


cos et 


38 . L’équation c = |/ a 3 +' h 3 — àab cos C fait con- 
naître l’angle C, lorsque les trois côtés a, b et c, sont 
donnés ; car en éle vant chacun de sjes membres au quat- 
re, on en tire . ,$ 

a* -f- h* — c* == aab cos C, \ 

d’où 

„ a 3 -f- b 1 — c* * 

cos C = -, : 

aab 

. ,, . i j J * » „ 

mais cette expression étant peu commode pour le cal- 
cul logarithmique , il faut en chercher une autre. 

Si l’on écrit zC poui-C, et qu’on mette 1 — asin C % 
à la place de cos C (27) , on aura cette expression : 

. — ^ , c* — a 3 — è 3 c* — o 3 — & 3 -J- an b 


'a « 


« 
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et par conséquent 

/y, (e-f-ût — A)(e — Û + A)_ 

sin O — — ■ 

4ai 

(c + g — b) ( c-a-t-b ) 

a a . . ... 

Tb 

mais il est facile de voir que 

c -f-g — b (c+g+6) ^ 

2 2 

c — g -f- A c + g ■+• A 

— = — — — ■ — - — a : 

2 2 

■i donc oh fait c -{- a •+> b =»/, on aura , en prenant la 
racine quarrée , et en remettant \ C au lieu de C , 

^, c =l/'üESpZES. 

formule qui conduit à la règle suivante : 

Pour trouver un angle d’un triangle , lorsque les trois 
côtés sont connus , de la demi-somme des trois côtés re- 
tranchez successivement chacun de ceux qui comprennent 
l'angle cherché ; multipliez les deux restes entre eux ; 
divisez ce produit par celui des côtés qui comprennetit 
ï angle cherché., et prenez la racine quarrée du quotient, 
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle. 

5g. La solution dç tous les cas des triangles obli- 
quangles ne dépend , comme on voit , que des trois 
règles énoncées dans les numéros 3e , 35, 38 , et re- 
pose sur le principe dont on a tiré la solution des 
triangles rectangles dans le numéro 3« î-il sera donc fa- 
cile, avec Un peu d’attention , dà retenir ces règles; et 
le calcul dès exemples que Je vais donner suffira pour 
mettre le lecteur en état de les applicjuer. 


v 
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Exemples de la résolution des triangles rectangles. 

i* r . Connaissant dans le triangle rectangle BAC , 

Jig. i 3 , l’hypoténuse a et un côté c, trouver l’angle Fig. t 3 . 
opposé Cà ce côté ; et sôit l’hypôténuse c=i3“'" r " J i78» 
le côté c = j m ,35y. On aura ( 3 i) , pour déterminer 
sin C, la proportion 


d’où 


a l c îî R t sin C , 


sin C cm 


Rx c 



et prenant les logarithmes , 

1 sin C = 1 /î -f- le — la. 

Polir plus de simplicité^m fait presque toujours le 
rayon égal à l’ünité : son' logarithme ést alors zéro , il 
n’en faudra par conséquent tenir aucun compte ; et au 
lieu d’effectuer les soustractions , on emploie les com- 
plémens arithmétiques dont la théorie est exposée à la 
fin de mes Étemens d' Algèbre. Voici l’opération : 

le — 17,357 = ....-.. 0,8667008 

‘ coiup. arith. la = Comp. àrith. 1 13 , 178 = 8 , 8Ôot5o5 


somme ou 1 sin C =. . ....... g,74685t3 

qui, dans les tables, répond à 0^,377 = C. .. o 
"a*. Connaissant l’angle C = c’, 6837 , l’hypoténuse 
a = 33 ' n ,a 53 , trouver le côté b. On aura ( 3 i). 
R'.i'inB ou fco&Cîîiaîô, 

d’où •••. i . 1 

. , . «X ces G- , 1 

b = î: ■ , 


îi = la + 1 cos C — 1 /î ==la + 1 cos Ç’; 

or, la= 133 , 953 = , .î, 5 a 18^08 

1 cos C=l’coso%£> 837 = „ % 9,7841210 

somme ou i b '«L .» s , * U a, • 1 * • * • » • 9 à. .1, Soèÿôld, 


Digitized by Google 



44 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

qui répond , dans les tables , à ao m ,2u8 = b, à. moins 

d’un îooo® près. 

3 e . Connaissant le côté c — b’ n ,' 3 ç)\ , 1 angle, 
B = o*, 35 o 2 , trouver le côté b. On aura 

R : tang .5 îî c : b , 

d’où 

c X tang B 
b = ^ , 

lô = lc + ltangfi — 1Æ ; 

or, le = 1 5,391 o, 73 iGSg 5 

, 1 tang 2 ? = 1 tango», 35 oa= 9,7876255 

somme où le— A 0,5192548 

qui répond, dans les tables, à 3 m , 3 o 6 — c. 

Exemples de la résolution des triangles obliquangles. 

Fig. 16. i' r - Connaissant dans le triangle ABC , fig. 16 , J 
le côté c , les angles A et B , trouver Je côté b. 

Soit A = i«,28o5 , B = o«,5879 , c = 27"*,348 ; 
l’angle C sera ai — (^ + - 5 ) = 2* *— 1^,8684= 0 , ,i3iG, 
et on aura ( 32 ) 

sin C : sin B : : c : b , 

d’où 

, c X sin B ■ ■ ■ \ - 

b ' — ■ 7 f > 

sin C . < 

\b == Je -f - 1 sin B — 1 sin C-, , 

er , 1 c r= 1 27,348 • • 1 ,436.9255 

1 sin B =1 sin 0^,5879 =s 9 , 9 0, 8394 

comp.arith.l»inC=comp.arith.lsino , > i 3 i6==o, 68772 1 7 

sonyne ou \b = . • B ,°^64867 

qui répond , dans les tables , à 106'", 289 = b. 

a*. Connaissant dans le triangle ABC les deux côtés 
a , b'^ et l’angle compris C,. trouver le troisième' côté c. 
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Soit a= a 8 m , 44 a > 6 = i7 m ,8o3 , C= 0^,8426; oa 
commencera d’abord par trouver les autres angles. On 
aura ( 35 ) 

. \ 7 A+B , A— B 

a + b : a — b :i tang — - — : fcjng — - — , 
d’où 

/ A -f- B\ . 

A-B (tt» 6 - T -)(a-6) 

,a„ 6 __ ; a + b • . 

et 

1 tang ^ J* = 1 tang ~~ + 1 (a — b) — 1 (a + b) ; 

or, A -j-B = ai — C = 2i — 0^,8426= i*, 1574 , et 
A + B 

— “ = 0, 7 5 7 8 7 , 

a + b — 28,442 -+■ 17,803 = 46,245 , 
a — b = 28 , 44 a — 17,803 = 10 , 63 g , 

j 1 n 

1 tan^ — - — = 1 tang 0,5787 = 0,1084874 

1 (a — . i) = 1 1 o, 63 g = ■. . r . t . 1,0269008 

comp. arith. l(a-f-ù)=comp.arith. 1.46, 245=8, 334 g 35 a 

somme ou log tang ^ ■ ^ = »... .g,47o3a34 

qui répond à o’, 1828 : 

tv A-\-B A — B ty c 

Donc ■=. A — o’,7bi5, 

2 2 ' 

et — = Bz= o», 3 g 5 g. 

Maintenant pour déterminer le côté c , on aura la 
proportion 

sin$ : sin C :: b ; c , 
d’où * 

• . \ 

• y 
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* 

A X sin C 
sin B * 


et 

le = IA -f- 1 sin C — 1 sin5 ; 


or, \b = 1 
1 sin C — 1 

17,805 =*s 

sin o*,84a6 — 

. 1,2604932 
■ 9,9865885 


comp. arith. lsin/?=comp.arith.lsino’, 3959=0,234657» 


somme ou 1 c =ap 1,4717389 

qui répond , dans les tables, à 29“, 63 a = g. 

3 *. Connaissant, dans le triangle ABC , les trois côtés 

a, A, c, trouver l’angle A. 

Soit a — açf'fiZ-] , A = i8 m ,743 , c= I3 m ,782. 

Suivant le numéro 38 , on ajoutera les trois côtés c, 

b, 0, entre eux , ce qui donnera 61 , 56 a ; et de la moitié 
30,781 on retranchera successivement b, c; il viendra 
pour restes ia,o 38 et 16,999 ; on aura ensuite 

1 16,999 • 1 ,a 3 o 4234 " 

1 ia,o 38 = a. i,o 8 o 5543 

comp. arith. 1 18,743 = . » 8,7271609 

comp. arith. 1 13,782 = 8,8606878 

somme 19,8988264 

dont la moitié ou 1 sin ^ Arsz 9,94941 3 a 

qui, dans la table , répond à 01,6987 = 3 A : donc 
A = 11,3974. . , . 

4 o. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne saurait 
comporter le détail des applications dont la trigonomé- 
trie rectiligne est susceptible ; je me bornerai à indi- 
quer la solution de trois questions que l'on' peut re- 
garder comme la base de l’àrt de lever les plans. 

Voici l'énoncé de la première. 

Étant donné de grandeur et de position, sur un plan; 
Fig. 17. une ligne AB ,Jig- 17, déterminer, par rapport à cette 
ligne , la position d'un point C, situé dans le même plan. 
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ou , ce qui revient au même , trouver les distances 
AC et BC. 

Pour la résoudre» il faut mesurer la ligue AB , qui 
est la base de l’opération , et les angles CAB et CB A 
compris entre cette base et les lignes qui en joignent 
les extrémités avec le point inconnu C ; les distance» 
cherchées AC et BC , se calculeront alors d'après 1« 
règle énoncée dans le n° 3a ; et lorsqu’on les aur« 
trouvées » on construira , au moyen d'une échelle d® 
parties égales , sur les trois côtés donnés , le triangl® 
ABC , qui fera connaître la position respective des 
trois points A , B et C (*). 

On pourra ensuite , par la résolution du triangle rec- 
tangle ACP , dans lequel on connaîtra le côté AC et 
l’aDgle CAP , trouver la longueur de la perpendicu- 
laire CP, abaissée sur AB , ou de la plus courte dis- 
tance du point C à la ligne AB , et la grandeur du seg- 
ment AP. Ces données serviront aussi à marquer 1a 
position du point C à l’égard de la ligne AB. On trou- 
verait de même la situation d’un point D , qu’on pour- 
rait appercevoir en même temps de deux quelconques 
des trois points A , B et C. 


(*) Je ^'insiste point sur l’opération de 1a mesure des angles , 
parce que la vue des instrument que l’on y emploie en apprend plus 
que tout ce qn’on peut dira à cet égard ; et que pour concevoir la pos- 
sibilité de cette mesure , il snffit d’imaginer qne l’on ait placé sur la 
point A le centre d’on secteur d« cercle, dont Iss rayons soient 
diriges suivant les côtés AB et AC de l’angle qu'on propose de 
connaître. Ceux qui voudront se livrer à la pratique de la levée des 
plans , pourront consulter le Traité de Trigonométrie deCagnoü, 
l’article Levée des plans , dans le Dictionnaire de Mathématiques 
de l’EneycIopédie méthodique, le Traité d? Arpentage de M. Le 1 - 
fivre , et enfin les Traités de Géodésie théorique et pratique ds 
M. Puissant, dans lesquels se Souvent les méthodes les plus exactes 
et les plus propres aux grandes opérations trignnomc triques , ainsi 
qu’aux opérations de détail. 
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4 1 • Lorsqu’on a déterminé immédiatenient le point D 
par rapport à la ligne AB , en mesurant les angles DAB , 
DBA , on a tout ce qu’il faut pour connaître la distance 
réciproque des points C et D ; car ayant résolu le triangle 
DAB, de même que le triangle CAB, et retranché ensuite 
l’angle D AB de l’angle CAB, on connaît alors ,, dans le 
triangle CAD, lesdeuxcôtés AC et AD, et l’angle CAD 
qu'ils comprennent : l’application des règles du n° 35 
donne les deux autres angles DCA, CDA, et le troisième 
côté ÇD , qui est la distance cherchée. L’angle DCA 
donne la position delà droite CD -, et en considérant A C 
comme sécante , la comparaison desangles DCA et CAB 
fait voir quelle est l’inclinaison de CD à l’égard de AB. 

En partant des points C et D , et considérant alors la 
droite CD comme une nouvelle base , on pourra déter- 
miner de nouveaux points, que l'on n’appercevait pas 
des deux premiers A et B -, et continuant ainsi de proche 
en proche , on fixera la position respective de tous les 
points d’un pays : c'est ainsi qu’a été construite la carte 
de France, dirigée par Cassini. 

4a. La seconde question dont j’ai à m'occuper, o'est 
que la première rendue plus générale , en supposant 
que le point à déterminer soit situé ho/s du plan sur 
lequel Se trouve la ligne AB. Soit C ce point, et A B Cf 
le plan qui contient la ligne AB yjlg. 18 : la position 
du point C sera connue , si l’on a celle du pie'd C de la 
'perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan ABC , 
et la longueur de la perpendiculaire CC, qui marque de 
combien le point C est élevé au-dessus de C , qu’on nomme 
sa projection. Dans ce cas , les angles. C'y^Z? et Cf B A ne 
«ont plus ceux qu’on mesure , mais ori prend à leur place 
les angles CAB et CB A , situés dans le plan CAJÎ , 
passant par les lignes AC et BC, menées des points don- 
nés A et B , au point demandé ; et pour fixer la position 

de 


DE TRIGONOMÉTRIE. 
de ce plan, on mesure en outre l’angle DBC qae Fait la 
ligne CB avec la ligne BD, perpendiculaire au plan/4/? C, 
et par conséquent parallèle à la droite CC (*). On résout 
le triangle CB A comme dans le n° précédent, puis- 
qu'on y a encore les mêmes données ; ensuite , dans le 
triangle C BC , rectangle en C , on connaît l’hypoté- 
nuse CB et l’angle C BC, qui est la différence entre 
l’angle droit DBC et l’angle mesuré DBC : on calcule 
les côtés CC et C B. Le premier est la hauteur du point 
C au-dessus du plan C Ap , et sert, conjointement 
avec le côté AC, à déterminer AC par le moyen du 
triangle CAC, rectangle en C. Cela fait, on a les 
trois côtés du triangle C AB , et le point C est par 
conséquent donné. 

* > 

43. C’est pour plus de simplicité que j’ai supposé la 
ligne AB dans le plan auquel on rapporte les points à 
déterminer; lorsqu’elle ne s’y trouve pas, il faut ob- 
server , de plus, l’angle DBA ,Jig. 19, qu’elle fait Fig. 
dans ce cas avec la ligne DB perpendiculaire au plan 
A' BC , sur lequel on veut rapporter le point C. Cela 
fait, on calcule d’abord, comme ci-dessus, les côtés 
AC et BC du triangle ABC , les côtés CC et CB, 
du triangle rectangle C BC ; puis dansée triangle 
BA'A, rectangle en A' , où on connaît AW, et l’angle 
AB A', complément de l’angle observé DBA, on cal- 
cule B A' et AAf . • 

Maintenant, si l’on conçoit AC parallèle à -ÆC, 


■ (*) Lorsqu'il s’agit des points placés sur la surface de la terre, on 
choisit pour le plan ABC un plan horizontal , les lignes CC et BD 
•ont alors verticales ; leur direction est donnée parcelles du fil- 
h-plomb ; le^rlan C CB qui passe par cra lignes est vertical, et 
se trouve déterminé par le point C, qu'on appercoit du point B , 
et par la ligne DB. La ligue CB est une ligue horizontale com- 
prise dans ce plan. 

Trigonométrie D 
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il en résultera le triangle AC C , rectangle en C , 
dans lequel on connaîtra AC , côté calculé du triangle 
ABC, et CC, différence entre les lignes CC , ou 
AA ' , et CC, calculées précédemment ; on pourra par 
conséquent calculer AC' ou A! C . Voilà donc le 
triangle B A" C déterminé par ses trois côtés , comme 
l’est le triangle BAC , dans le n° précédent. 

44- En prenant arbitrairement les côtés BC et BA , 

, et suivant la marche que viens de tracer , on peut 
calculer le triangle A!CB, dans la vue de connaître 
l'angle CB A 1 , formé par les lignes BC et B A' qui 
«ont sur le plan A' B C , les projections des rayons visuel» 
BC et BA, menés du point B aux points A et C. 

L’angle CB A' compris entre «s projections, est 
l’angle CB A réduit, du plan incliné dans lequel il 
*e trouve , au plan A’ BC sur lequel on rapporte le* 
objets , et qu’on choisit communément horizontal. J«( 
donnerai dans la suite (6a) une seconde manière de ré- 
* duire un angle d’un plan à un autre ; mais le plus sou- 
vent, comme les deux plans que l’on considère sont 
peu inclinés entre eux , on fait cette réduction par 
des méthe^s approximatives beaucoup plus courtes : 
un en a n™e dressé des tables. 

Pour le présent je me bornerai à faire remarquer 
que si on observait aussi au pointé, lies angles EAC , 
EAB , et que l’on réduisît par leur moyen l’angle 
CAB à l’angle C A' B , puis que l’on calculât A' B , 
en multipliant AB par le cosinus de l’angle ABA! 
ou le sinus de l’angle DBA , connaissant alors immé- 
diatement les angles CBA' K C A' B et la droite A'B , 
la détermination du point C rentrerait dans ce qui 
• été dit- au n° 4°- 

La réduction au plan horizontal , n’est pas la seule 
qu’on ait à faire aux angles observés : il arrive rarement 
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qu'on puisse se placer aux points remarquables qu’on 
choisit pour sommets des angles, et qui sont ordi- 
nairement des pointes de clochers , des tours : il naît 
de là une nouvelle réduction qu'on appelle réduction 
des angles au centre de la station. Il faut consulter 
sur ce sujet, comme sur toutes les attentions minu- 
tieuses qa’exigent les grandes opérations trigonomé- 
friques, l'Ouvrage de M. I>elarabre, intitulé Méthodes 
analytiques pour la détermination d’un- arc du méri- 
dien, et les Traités de M. Paissant, déjà cités. 

45 . La troisième question que je dois résoudre ici , a 
pour objet la détermination d’un point par l'obser- 
vation des angles compris entre les droites menées de 
ce point à trois points donnés ; et elle se présente 
comme un <^s moyens les plus commodes pour placer 
sur un plan ou sur une carte , un point qui ne s’y 
trouve pas marqué. 


Lorsqu’on la considère dans le cas le plus général , 
elle se rapporte à la géométrie dans l’espace , et j’eh 
ai donné la solution graphique dans le Complément 
des Élémens de Géométrie; mais quand les trois angles 
sont dans un même plan , il y en a tonjours un qui est 
la somme ou la différence des deux autres, ensorte qu’il 
suffit d’observer ceux-ci pour en conclure le premier; 
et on peut ramener les autres cas à celui-là, en se 
servant de la rédaction des angles au plan horizontal , 
enseignée dans le n° 62. 

La solution graphique de ce cas consiste à décrire 
sur les lignes AB et AC,fig. 20, qui joignent les trois 
points donnés A , B , C , deux segmens de cercle 
capables des angles BD A , CDA , observés au point 
cherché D , entre les points A et .B , A et C. Les cir- 
conférences des cercles se couperont d’abord au point 
qui leur a été rendu commun par 1a construction , et 

• D 2 


Fig. 
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ensuite au point D, qui sera évidemment le •point de- 
mandé. 

Je n’entrerai point dans la discussion des difFé- 
rens cas que peut présenter le problème, relativement 
aux diverses situations respectives des points donnés A , 
B , C , et du point cherché D ; je me bornerai à faire 
remarquer que la somme des angles observés BD A , 
CDA, indique si l’on est placé dans le triangle ABC , 
ou en dehors. Dans le premier cas, elle surpasse deux 
droits ; dans le second , elle est moindre ; et si elle 
était précisément égale à deux droits, on serait placé 
sur la ligne BC. Cela est trop facile à prouver pour 
que je m’y arrête. 

Voici une des manières d’appliquer à ce problème 
le calcul trigonométrique. Les données sont les parties 
du triangle BAC , et les angles observés MD A et CDA : 
je ferai en conséquence 

AB— a, AC — b, BD A— a., CDA=Q, BAC=y, 
et je prendrai pour inconnues 

ABD = x , ACD —y -, 


parce que ces angles étant trouvés, on en connaîtra 
deux avec un côté , dans chacun des triangles B AD et 
DAC dont on pourra alors calculer toutes les parties 
(34). Cela posé , les triangles B AD et DAC donneront 
sin BD A : sin ABD ” AB : AD , 
sin CDA ; sin ACD AC ; AD , 


. . . „ a sin x 

ou sm* ; sinx a : AU = — : , 

sin a. 

. „ . j b sin y 

* sinjS : sin y ” b : AD — — 7 — /■; 

•n conclura de là l’équation 

a sin x b sin_y 

sin a sin d * 
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• qui revient à 

a sin fi sina; — b ain a sinjt = o. 

Mais, dans le quadrilatère ABDC , on a . • 

ACD = 4angl. droits— ADB — ADC — BAC — ABD , 

à’oùy — 4 angl. droits — a — fi — ) — x ; 

faisant pour abréger 

4angl. droits — * — fi — y=.f , 

, 

il viendra y = f — a:, et par conséquent 

a sin fi sina: — b sin a (sin S ' cos x — cos J sin x) ~0 ; 
divisant tout par sin x , on obtiendra 

a sin fi — b sin a ( sin <T £215 — cos <A = o , 

\ un x / 


d’où on conclura 
cosx 


sin x 


- =r cot x = 


a sinjS-f-ùsin a cos «T 
b sin a sin i' ’ 


Si on partage cette expression en deux parties , on aura 


cot x = 


a sin /S 


cos <f 

s r TïZ 


ou 
ou enfin 


b sina sin J' ' sin 
cos i' ) 


I . 


,. . cos JV a fin? , \ 

bien cotx = -7-^r( r-, r-f-i), 

sin<T \ôsinacos<T / 


. / a sin fi \ 

cot x = cot <T ( T—, r + i j; 

. \0s1nacose' / 

Yoilà la question résolue, puisqu’avec l’angle x , 
on a l’angle y. 


Note sur le Nivellement. 

11 est mile de remarquer comment, par le moyen du triangle 



1 
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Fig. ig. rcclangle AB A , Jig. ig, on a déterminé , dant le n* 4?» la luit!- 
teur AA* du point A au-dessus du point A* qui lui correspond 
dans le plan AC B ; parce que si ce dernier est horizontal , 
la ligne AA est alors la différence de niveau entre le point A 
et le meme plan, et par conséquent aussi entre le point A et le 
. point B. 

L'operation qui fait connaître cette différence, est nommée 
nivellement: elle s’exécute de plusieurs manières, suivant la na- 
ture des instrument qu’on y emploie, et l’étendue des espace que 
l’on considère; mais son but est toujours de déterminer de com- 
bien un point est plus élevé ou plus bas cju'un autre , dans 
le sens vertical , ou perpendiculairement à la surface ter- 
restre. Il existe des traités spéciaux de nivellement , auxquels je 
renverrai le lecteur; mais je dois dire ici que depuis qu’on possède , 
dans le cercle répétiteur, nn instrument portatif propre 4 mesu- 
rer les angles avec la plu# grande exactitude, pn peut, copmi* 
je l’ai indiqué, n“ 43, trouver immédiatement la différence de 
niveau de deux points , par la brasure de l’angle que fait avec la 
verticale passant par l’un de ces points , la droite qui les joint. 

J’ai supposé dans le texte les deux droites DB et AA' paral- 
lèles entre elles; mais cette circonstance n’a lieu pour les verticale* 
que dans nn espace assez petit , 4 cause de la convexité de la sur- 
face terrestrç. Eu la supposant spbériqpf, ce qui est 4 très-peu 
près exact , les verticales concourent au centre C , comme le 
Fig. ai. marquent les lignes AC et BC Jig. al ; la ligne BA' perpendi- 
ctdaire à BD sera seulement tangente ail point B de la surface 
terrestre , et la différence de niveau , suivant la définition donnée 
.... ci-rlessns, sera A a et non pas AA' \ c’esl-4'dke la différence entre 
les eûtes BC et AC du triangle ABC , dans lequel on connaît 
le cûté AB mesuré, le cûté BC égal au rayon moyen de la terre 
et de C 366 ;a8 mètres , enfin l’angle B compris entre ces côtes» 
et supplément de l’angle observé DBA. Cela posé, si on prend 
BC—y AC— b, AB—c, 
on obtiendra (36) 

b=z V a* +c' — sac eus B ; 


et comme c est toujours fort petit il l’égard de a , je donne 4 cette 
expression la forme 

( c* — laccosBl'i ( sc f c _\?{ 

4 = a + *B)\ . 
Faisant ensuite, pour abréger, j c.osB—m , puis développant , 
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|ur la formule <lo binôme, il viendra 

, (■ icm î i ( ' . cm , c*m* , _ 

et la ligne cherchée A* étant égale 11 b — a, jç supposerai &=«+/, 
d’où il résultera, après la réduction , • 


f— cm — î— - -I- etc, 
et 


La quantité' m et ses puissances se calculeront facilement par 
les logarithmes, en prenant — = cos B', parce qu’alors 


— cos B =: cos B ' — cos B — asin{(2?-t- R) sinj ( B — B ')■ 


Quand l’angle B est droit, la ligne B A se confond avec B A'* 
et ai on considère alors le point cl' , intersection de B A' et du 
rayon AC, on a c = Bcl', et <f devient <lcl', c’est-à-dire la distance 
entre le point et' pris sur la tangente et le point <t qui lui cor- 
respond sur la surface terrestre, ou la différence entre le ni- 
veau apparent et le niveau réel. Dans ce cas m = — ; ainsi 


•e qui fait connaître la quantité dont la surface terrestre s’abaissa 
au-dessous de sa tangente , à nne distance c du point de contact. 

Le plus souvent on rapporte d’abord le point A en A' , sur la 
tangente B A 1 , puis, h cause de la petitesse de l’angle C, oa 
regarde les droites AA' et A*' comme se confondant, et on prend 
pour A a la somme des droites AA' et rut'. 

On peut se passer de mesurer la distance AB , pourvu qn’oa 
observe l’angle EAB en meme temps que l’angle DBA. On con- 
naît alors, dans le triangle ABC, les deux angles B et A, snp- 
pléntens des anglessobservés, et on a (35) 


b — a tang \{A — R) 

b a tang J ( A ■+• B) 


Faisant, ponr abréger, 


tang; {A— B) _ 


tang ; [A - 


B) 

t= 


— m , et £>= a - 4 - J ' , 


on 


or 


— - — si + TO+m* + «te. ( Elém . d'Aleèb.) : 
i— m 
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donc t — oam { i -f- -s-etc.^ , 

série très -convergente quand le» angles A et B approchent d’élre 
droits- Le premier terme 3a m , suffira le plus souvent- 

Quand on opère avec exactitude, il fànt corriger les angle» 
EAB et DBA de la réfraction qu’epronvent le» rayons de lu- 
mière en traversant l'air, de A jusqu’en B j mais j’ai principale- 
ment rapporte' les deux questions precedentes pour servir d’exemple 
de l’application des séries à la résolution approchée de certains sas 
des triangles. 



>• 



Digitized by Google 



57 
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CHAPITRE IL 

De la trigonométrie sphérique. . 


46 .. 1^ E S triangles sphériques que l’on calcule ordi- 
nairement , sont ceux que forment , sur la surface de 
la sphèrç , trois grands cercles qui se coupent deux 
à deux. Un tel triangle détermine toujours un angle, 
trièdre j et réciproquement, d'un pareil angle on déduit 
aussi un triangle sphérique. En effet, soit ABC,fig. aa.fjg. 9a . 
un triangle sphérique quelconque , et que l'on ait 
mené de chacun de ses angles, au centre de la Sphère, 
dont il fait partie, les rayons AS , BS M CS ; les plans 
ABS , ACS , BCS , seront ceux des grands cercles snr, 
lesquels sont pris les arcs AB ,AC,BC, côtés du triangle 
proposé , et ces arcs mesurent las angles rectilignes 
compris snr chacune des faces de l’angle trièdre S ABC , ' 
entre ses arêtes SA et SB , SA et SC, SB et SC. L’in- 
clinaison de deux plans se mesure, cômme on sait, par 
l'angle rectiljgne formé par deux droites menées dans 
chacun de ces plans , par un meme point de leur com-' 
mime section, perpendiculairement à cette ligne : il suit 
de là que si , par le point A , on tire les droites AJ et AK 
perpendiculaires l’une et l’autre à AS , mais la première 1 
dans le -plan CAS , et la seconde dans le plan BAS , 
l’angle rectiligne IAK mesurera l'inclinaison de cesdeux 
plans. Il est d'ailleurs aisé de voir que la ligne AI sera 
tangente à l’arc AC , et que AK sera tangente à l’arc 
AB ; et comme on prend pour l’angle que forment deux 
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lignes courbes , celui que comprennent les tangentes me- 
nées au point" où elles se rencontrent , l'angle J AK sera 
donc aussi la mesure de l’angle fait par les arcs AC et 
AB. Il en serait de même de chacun des deux autres 
angles du triangle-, les inclinaisons, .dae. faces de l’angle 
trièdre .Ç^ZîC ont donc la même mesuré que l’angle cor- 
respondant du triangle sphérique BAC. Le triangle sphé- 
rique et l'angle trièdre sont comgosé^ar Conséquent de 
six parties qui se correspondent , savoir : les trois côtés 
du triangle qui répondent aux angles des arêtes de l’angle 
trièdre, et les trois angles du triangle qui répondent aux 
inclinaisons réciproques des faces de l’angle trièjjrë. 

Euler, qui s’est occupé àplusieurs reprises de la Trigo- 
nométrie sphérique , pour la présenter sous des points dè 
vue nouveaux, adonné, en 1779 (* *), un Mémoire que 
l’on peut regarder comme un Traité complet de cette 
branche des mathématiques. Sa forme , entièrement 
analytique , m’a engagé à le présenter à mes lectenr9, 
en y faisant les changemens nécessaires pour ne l'ap- 
puyer que sur un seul principe , et simphlier quelque» 
résultats. 

47 . Tout ce que j’ai à dire sur les triangles sphéri- 
ques repose uniquement sur la construction, suivante , . 
qu’il est par conséquent important de. bien saisir. 

De l’angle C du triangle ABC, on abaisse une per-, 
pendiculaire CD sur le plan ASIj du côté B A opposé à 
cet angle ; du point/? on mène les ligne» ED, DF, res- 
pectivement perpendiculaires, soi SA et SB \ on tire les 
lignes CE et CF, qui seront respectivement perpendicu- 
laires aux lignes SA et SB ( GtôméL ). Il suit de là 


(*) Aota Académies Scientiarum Petropalilanœ , annn I779 , 
pan prior; voyci aussi Je Dcrelcppcmetil de la partie Niémen* 

*aire des Mathématiques , par Bertrand. Ocnirç, 17,8. (T. H 
pag. 5;6. ) 


\ 


x) by 
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que les angles CED et CFD , mesurent les inclinaisons 
des plans CSA et CSB , sur le plan ASB , ou , ce qui 
est la même chose, donnent la valeur des angles A et & 
du triangle sphérique ABC. Je désignerai dorénavant 
les angles de ces triangles par la*lettre placée à leur 
sommet, et les côtés qui leur sont opposés par une 
lettre semblable , mais prise dans le petit alphabet ; ici , 
comme dans le numéro 3i , le côté BC opposé à l’angle 
4, sera nommé a, et ainsi des autres. Le rayon des tablea 
étant supposé égal à l’unité, on aura alors 

CE = sin CA — siut, SE = cos CA = cos à» 

CF = sin CB = sin a , S F == cos CB = cos a. 

Dans le triangle rectiligne CDE, rectangle en D, et dont 
l’angle CED ^A,oa trouvera , n , ■ ■■ . 

y - CD- a CE An CED as sin ô «in.-/, 

DE = CE cos CED — sin b cos A. 

Par le triangle rectiligne CD F, pareillement rectangle 
en D, et dont l'angle CFD = B , on obtiendra 

CD 3 = CF sin CFD = .jin a sin B , , 

DF = CF cos CFD = sinacosi?. . > 

Les deux expressions de la ligne CD , étant égalées 
entre elles., donnent d’abord 

sin b sin A = sin a sin B (A) , 

résultat qui est, par rapport aux triangles sphériques, 
l’analogue de celui du numéro 3s. 

Il est évident qu’on doit avoir d * même les deuA 
équations suivantes : 

sin c sin A = sin a sin C, 
sin c sin B sin b sin C . , 

Maintenant, par le pointé?, je mène EG perpen- 
diculaire sur S/?, et par le pointé?, je tirs D if parallèle 


•« 


•..A. , 

■ *■ • % 
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à SB ; je forme de cette manière un triangle rec- 
tangle HDE , dans lequel HED = ASB , puisqu’en 
retranchant l’angle G ES de l'angle droit S ED , on a 
pour reste HED , et que l’angle ASB ou ES G est aussi 
la différence entre un angle droit et l’angle Gl9S. De 
la résolution du triangle EHD , pa déduira par con- 
séquent * 

HD = DE sin DEH =z'DE sin c = cas A sin b sin c ; 

% 

mais SF = cos à = SG + HD , et SG 

— SE cos ES G = cos b cos c :* n aura donc 

cos a = cos b cos c -j- cos A sin b sin c , 

équation qui exprime la relation qui existe entre le 
côté a , les deux autres côtés b fet c , et l’angle qu’ils 
comprennent. 

11 est évident qu’en considérant en particulier chacun 
de ces derniers , on trouvera de même deux équations 
semblables à la précédente; et l’on formera de cette 
• manière, entre les six parties dti triangle ABC , les 
trois équations - 

cos a — cos b cos c -f~ cos A sin b sin c 
cos b = cos a cos c -f- cos B sin a sin c 
cos c = cos a cos b -f- cos C sin a sin b 

48. Ces trois équations renferment implicitement l’é- 
quation (A). Pour s'en convaincre, il suffit de prendre 
l$s valeurs qu’elles donnent pour cos A , cos B , cos C, 
et les substituer dans les équations >n 

tmA* =1 — co sA % 
si nS‘= 1 j— cos B 1 
sin C? — 1 — cos C*. 

On trouve par la première de celles-ci. 
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.. . cosa* — acosacosi cosc-f-cos J*cosc* 

nnA*—i • ~T ï — = 

smo sin cr • 

lin b‘ sin c*— cos a % - f* a cos a cos b cos c — cos i* cos c* 

• sin Usiner 1 

( î— cosi 1 ) ( î — cosc*) — cosi“cos c* — cos<7°+QCOsacosAcosc 

' * sin b % sin c“ 

i — cosa*— -cos b % — cosc*-f- acosacosècosc 
sin b> sin c* , . 1 

multipliant les deux termes de cette fraction par sin a*, 
et prenant ensuite la racine qnarrée , on obtiendra 

. , . V l— cosa 4 — co a b 2 — cosc !, -f-2CO?aco*Acosc 

— sinaX : : — j—. *■ 

sm a sin usine 

Si , pour abréger , on représente par M la quantité qui 
multiplie sin a dans le second membre de cette équation, 
on aura sin À = M sin a : 

en trouvera de même 

sin B s= M sin b , sin C= M sin c } 

•t par l’élimination de M, on retombera sur les équa- 
tions (A). Il est à propos de remarquer que les trois côté» 

, a , b, c, entrent tous de la même manière dans l’expres- * 
«on de M, car c’est pour cela qu’elle est commune aux 
valeurs des sinus de chacun des angles (*). 

Les équations (fl) suffiront donc pour ré^udre un 

(*) En désignant par iV le numérateur d ' la quantité M, par y, 
£ , x , troii arêtes continués d’un tetraèdre quelconque, et par a , h, 
c , les trois angle.» qu'elles .forment , il résulté d'uq, Mémoire 
d’Euler, que le volume de ce tétraèdre est égal b j x£y x J 2 V, et qn« 
J 2 V revient i "* ^ 

]/ sin£(u-t-I*- 4 -r) sin £(«/-+-& — r) su* g^u-+*c— /*,'sin£ (i-+-e — fl). 

Dans le tétraèdre S ABC, * = >6 = > = i ; son volume est donc 
égal U J IY. ( Voyez 1 rs /Vos»/ Comment arti Acnd .Petrapolitanœ, 
T. IV , pag. 160 , et le 6« cabiér du Journal de C Ecole Polytech- 
nique, pag. ajo). 
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triangle sphérique quelconque , lorsqu'on connaîtra trois 
de ses parties, en observant que le sinus et le cosinus ne 
doivent être regardés que comme une seule inconnue, 
puisqu'on peut toujours exprimer l’un par l'autre. 

L’application des équationl (/?) aux difFérens cas qui 
peuvent se présenter, devient plus facile , au moyen de 
quelques transformations que je vais effectuer. 

4 g. On peut y changer les angles dans les côtés qui 
leur sont opposés , et respectivement , en observant de 
donner Je signe — aux cosinus. Pour le prouver , il faut 
éliminer cos a des deux dernières, an moyen de la pre- 
mière; oa taouvera — ♦ 

cos b = cos b cosc*-J- cos A sin b sine cos c -f- cotB sina sine 
cos c = cos& a cos c -f- cos A sin b sine cos b -f- cosCsina sini. 

En substituant dans ces résultats i — sin c* à cos c 1 * 
1 — sin b % à cos b 1 , ils se réduisent ; le premier devient 
divisible par sin c , le second par sin b , et ils peuvent 
ensuite s’écrire ainsi : 

cos B sin a = cos b sine — cos A sin b case } , 

cos C sin a ==.sin b cos c — cos A cos b sin c / ' ' ' ^ 

Si on multiplie la deuxième de ces équations par cos A, 
qu’on l’ajouté à la première , et que l’on substitue 
1 — sin./tf* au lieu de cos A* , on obtiendra 

■ sin a (cos Ê -f- cos A cos C ) = sin A 1 cos b sin c ; 

mais il suit des équations (A) que sincsin^=sinasinC; 
faisant la substitution de cette valeur dans le second 
membre de l’équation ci-dessus , elle deviendra divisible 
paqpina, et on aura pour résultat 

cos B -f- cos A cos C — cos b sin A sin C, 
ou , ce qui est la mê(ne chose , 

cos B = — cas A cos C -f- cosb sin A sin C. 

En rapprochant cette équation des équations (B) , on 
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Toit qu'elle se déduirait immédiatement de la seconde , 
en changeant les grandes lettres en petites , ^récipro- 
quement , et en affectant tous les cosinus du sipte— . En 
effet , /n opérant ainsi , il vient 

* — cos 2? = cos Cos C — cos & sin .<4 Sin C, 

équation qui rentre dans la précédente lorsqu’on en 
change tous les signes. 

La relation qu’a l’angle B avec les deux angles A, C, 
et le côté b qu'ils interceptent , existe nécessairement 
dans chacune des combinaisons semblables d'angles et 
de côtés : on a donc en même temps les trois équations 

cos A = — cos5 cosC-f- cos asin B sin C + 

cos B = — - cos A cos C -f- cqs b sin A sin C l. . . (B'). 

cos C = — cos A cos B -f- cos c sin A sin B J 

5o. Il faut remarquer qu’en prenant les cosinus néga- 
tivement , on passe des arcs a, b, c, et des angles A, B, C , 
à leurs supplémens , puisque — cos A ~ cos 
— cos a = cos (a* — a) , et ainsi des autres (a3). Si ou 
substitue ces Valeurs dans les équations ci-dessus , en fai- 
sant , pour abréger, a» — A=±A',a‘>—a^= a', etc. elles 
prendront la forme 

cos A' — cos B' cos C -J- cos a' sin B' sin C' V 
cos B' = cos A' cos C -f- cos b' sin A' sin C'’,\ 
cos Cf =. cos A' cos cos c' sin A sin B' S 

équations parfaitement semblables aux équations (B), et 
qui appartiennent par conséquent à un triangle sphérique 
dont les côtés sont A', B' , C , et les angles a', b', c r . 
Un tel triangle a donc ses angles mesurés par les supplé- 
mens des côtés du triangle ABC , et ses côtés mesurent 
les supplémens des angles du même triangle : il est dési- 
gné # dans les livres de Trigonométrie, sous le nom de 
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triàngle supplémentaire ; et on prouve que les sommets 
de ses angles sont les pôles des côtés du premier , et 
vice vÆâ. 

• ' / 


5i . Les équations obtenues dans le n° 4,9» sous la dé- 
signation (C) , qui renferment cinq parties du triangle 
sphérique ABC , peuvent se transformer en d’autres qui 
n’en contiennent plus que quatre. Il faut pour cela subs- 

• , j r . , sinô sin^ 

tituer. au lieu de sma. dans la première . — : — - — , 

• ' un B ’ 

-, , , sin c sin A , , . cos p 

et dans la seconde , : — - — ( 47 ) , et comme - — <- 

sin C v ' sin p 

cot p, on trouvera alors 


cot/f : 


cot C ~ 


cos b sin c — cos A sin b cos c ” 
sin A sin 6 
sin b cos c — cos A cos b sin c 1 


.(D). 


sin A sine 


Il est facile de former, à l’inspection de ces valeurs-, 
toutes celles qui leur sont analogues , en y permutant les 
lettres d’une manière convenable; mais il importe sur- 
tout de remarquer que puisqu’elles sont déduites des 
équations (B) , on y pourra changer de la même manière 
que dans celles-ci, les côtés en angles, et réciproquement, 
en affectant les cosinus et les cotangentes du signe con- 
traire à celui qu’ils ont , et il viendra 

, cosZ? sin C 4- costt sin B cos C 

cot b = : r— s 

sm a sin 0 

sin B cos C -4- cos a cos B sin C 

cot c = ^ 

sin a sm C 

5a. Les cinq systèmes d’équations (A), (B), (B'), (D), 
(D') , donnent immédiatement la résolution de tous les 
cas que peut offrir un triangle sphérique quelconque. Le 

premier 

.> 



Digitized by Google 



DE TRIGONOMÉTRIE. 65 

premier exprime la relation qui existe entre les angle* 
et les côtés opposés. 

53. On tire du second les six formules suivantes : 
cos a = cos b cos c -f- cos A sin b sin c 
cos b = cos a cos o -f- cos 
' cos c = cos a cçs b -f- cos 

cos a — cos b cos c 1 


i A sin b sin c ] 

• B sin a sin c V 
C sin d sin b J 


cos A — 
cos B — 
cos C == 


sin b sine 

cos b — cos a cos c 1 
sin <z sin c 
cos c — cos a cos b ' 
' sin a sin b 


dont les trois premières font connaître un côté par le 
moyen des deux autres et de l’angle qu'ils comprennent, 
et dont les trois dernières donnent les angles par le 
moyen des côté». 

5 4- Le troisième système produit , de même que le 
précédent, six formules, qui sont : 

cos A =■ — cos B cos C -j- sin B sin C cos a 

cos B = — cos A cos C + sin A sin C cos b 

cos C = — cos A cos B -f sin A sin B cos c 

cos A -f- cos B cos C 


cos a : 


cos b = 


cos c 


sin B sin C 
cos B -f- cos A cos C 
sin A sin C 
cos C 4- cos A cos B 
sin A sin B 


Les trois premières feront trouver un angle lorsque 
l’on connaîtra les deux autres et le côté qu’ils com- 
prennent; les troisdernièresdonneront chacun des côtés, 
lorsque tous les angle» seront connus. 

Trigonométrie. E 
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55. Le quatrième système , en y faisant toutes les per- 
mutations possibles , donne les six formules 


•'* " sin C sin a 

sin <x cfts b — cos G cos « sin b 
cot B ~ gin C sin b 

cos a s in c —g. cos B sin a cos c 
cot A gin B sin a 

sin a cos c — r cos B cos a sin c 
cot C — ! *in B sin c 

cos ?sjn c — - cos A sin o cos c 
cot B — - 8 in A sin b 

sin J cos c — cos A co s b sin c • 
cot C =— sin A sine 

parle moyen desquelles on déterminera deux des angles 
d’un triangle sphérique , lorsqu’on connaîtra le troisième 
angle et les côtés qui le comprennent. 

56. Le cinquième système enfin conduit aux six fort- 
mules suivantes : 

cos A sin B -\r cos c sin A co» B 
cot a - sin c sin A 

sin^tf cos B + cos c cos A sin B 
cot b ski c sin B 

cos A sin C + cos b sin A cos C 
cot a — ” S m b sin A 

sin A cos C + cos b cos A sin C 
cot c -* gin b sin O 

cos B sin C -f- cos ci sin B cos C 
cot b — gm a siu B 

sin B cos C -f- cos a cos B sin C 

cot c = c. " " * 


cos a sin b — cos C sin a cos b 
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qui serviront à déterminer deux des cotés d’un triangle, 
lorsqu'on connaîtra le troisième et les deux angles entré 
lesquels il est compris. 

✓ - • • > 

57 . Les formules conclues des systèmes (B) (B') 
(Z?) et ( D ' ), (55 — 56), méritent la plus grande at-' 
tention , tant par leur élégance que par la propriété 
qu elles ont de faire connaître si l'arc ou l’angle qu'elle* 
expriment est moindre ou plus grand qu’un 'quadrans 
ou qu’un angle droit, propriété que Sauraient point 
les expressions des sinus des memes arcs. En effet 
le sinus d’un arc étant le même que celui du suppL * 
tneqt.de cet arc, tant par sa valeur que par squ signe 
toutes les fois que l’on ne connaît que le sinus d’un 
arc , il n est pas possible de savoir si cet arc doit etre 
plus petit ou plus grand qu’un quadrans • mais lors- 
qu’on ale cosinus ou la cotangente, et qu’on sait d’ailleurs 
que cet arc ne peut etre égal a la demi-circonférence 
ce qui est le cas des côtés des triangles sphériques et deé 
arcs qu. mesurent leurs angles, oh voit par le signé du 
résultat , si l’arc cherché est compris ou non entre 1 ’ et 2 * : 
le cosinus et la cotangente ont le signe — dans le pre- 
mier cas , et le signe + dans le second. Si donc on a soin 
de donner aux quantités connues qui entrent dans les 
formules rapportées ci-dessus , les signes qui doivent les 
alfecter , d’aprèÀ valeur des arcs auxquels elles ap- 
partiennent , le Sfle du résultat fera connaitre IW« 
du coté ou de l'angle cherche ; c’est-à-dire s’il est plus ' 
. petit ou plus grand qu’un quadraus , s'il est aisu ou » 
obtus. - . ° 

.* * ' • 

58. Ces mêmes formules se simplifient beaucoup lors- 
que le trianglp, .proposé est rectangle; c’est-à-dire lors- 
qu un de ses angles est droit. En effet, si l’on, suppose 
que C = 1 », on aura 
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traité élémentaire 
sin C = i > cos C = o ; 


et il viendra 

cos c cos ce cos b (53) 
cosz2 cos 2? 


cos c = 


= cot A cot B (54) 


sin A si nB 
cos A =' sin B cos al ^ 
cos B s= sin A cos b ) 

6 in a == sin c sin A, sinèr= sin c sin B ( 47 ) 

cos B 1 ;» 'T 

cot b 


cos B 


cot a = 


sina sin B ^ 
cos A 




sm 6 îin ^\( 56 ) ) d , oùi 

cosbcos‘A[ o 

cot c = 


.. sin b 

c , :• cosacos.fi ' 

cot c sin a 


,.t ~ 


tang b == sin a tang B 
tanga =s sin b tang A 
tang b — cos A tang c 
tang a = cos 5 tang c 


et en ne prenant , parmi ces formules, que celles qui dif- 
fèrent essentiellement , on aura les six que voici : 
cos c = cos a cos b 
cos P =2 cot A cot fi , i . • . 1 ■ 

sin a = sin c sin A . . , . * 
tang a = sin b tang A 
tang a = cos B ta^c , 
cos A = sin £ c^P > 

«ni par les renversemens dont elles sont susceptibles , 
suffiront pour résoudre les triangles sphériques rec-* 
taneles en C , et dans lesquels le côté c , oppose a 1 angle 
droit se nomme hypoténuse, aussi bien que dans .les 
triangles rectilignes. On obtiendrait des formules ana- 
logues pour le cas où le triangle sphérique propose au- 
rait un de ses côtés égal au quadrans; mais ]e ne my 
arrêterai pas. 
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v \ 

5q. Pour pouvoir appliquer commodément les loga- 
rithmes aux calculs des triangles sphériques, il faut trans- 
former les formules des n°‘ 53 et 54 , en d autres dont le 
numérateur et le dénominateur soient décomposés en 
facteurs ; et c’est ce qu’Euler a fait d'une manière aussi 
simple qu’élégante. . 

_ . , cos a — cos b cos e 

i°. De l’expression cos A =s : — r— . ’ > 

e sin b sin c 

comprise parmi celles du n° 53 , on tire 

. cos (b — c) — cosa, . 

î — cos A = . . . (i O 

sin b sin c 

cosa — cos(i-f-c) „ . 


1 4- cos A — 
d’où il suit , à cause de 


sin b sin c 
-cos A 


i -f-cos A 


— tangî^f a ( 27 ), 


cos (b — c ) — cosa » * 

tang l A* = TT— : — n ; 

b a cos a — cos ( b -f- c) 

mais cos p — cos q— — asin \ (p + < 7 ) sin J ( p — </) ( 27 ) : 
1 1 j — \ / si n 1 (6— c+q) sin ( b—c—a ) 
n n S » y/' s i n 1 (a+é-f-c) s iu j (fj_ ft-iic)* 

En opérant ainsi sur le^ autres expressions du même 
n° 53, on parviendra à des résultats semblables. * 

a 0 . ^Prenant dans le n° 54, l’expression 
cos A + cos fl cos d 


cos a — 
on en déduit 

1 — cos a 


siu B sin C 

cos (fl -f- C) cAsA 

sin B sin C * 

cos A -f- cos (fl — C) 

sin B sin C ’ 

, cos (fl C\ -f- cos A 

doù tang 50 *= tt: 

° cos (fl — C) -f- cos A • 


î -f- cos a =■ 
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mais cos p + cos>q~ 2 cos{(p-hq)cos{(p — q) ( 37 ) : 


donc tang 


;-=l/ 


*)co*HJB+C—sO 

cos^B—C+Aïcos^B—L—A)* 


formule que le signe — du numérateur ne rend pas ima- 
ginaire , parce que l’arc A -f- B + C surpassant un qua- 
drans, a son cosinus négatif (*). 

’ 3°. Les expressions du n° 53 donnent aussi 


cos a — cos b cos c — sin b sin c cos A 


cos b — cos a cos c = sin a sin c cos B ; 


et divisant la première de ces équations par la seconde, 
en observant que , d’après les équations (A) , on a 

• sin b sin B 

. "* sin a sin A * 




« 


(*) ’Kulcr , pour donner plus d'uniformité h scs résultats , em- 
ploie toujours les tangentes des arcs à déterminer; mais un peut, 
dans ce qui précédé, arriver un peu plus simplement au sinus. 
i°. On a t*— • cos a sin 4 -^* (27) , et parla formula 

cos p — cosq ss — a sin J (p - 4 - q) sin J [ p — q ) , 


•n trouve 

cos (b — c) — cos a zz — a sin f (£— c+a) sin } (b — c— a) ; 
ou t en cliangeant le signe de l'arc b-*-c—a et «le son sinus , 
cos (A — c) — cos a = a sitt| (n-+-A — c ) sin J (n- 4 -c — ti) ; 
mettant ces valeurs dans celles de 1 — cos A, et preuant la ra- 
cine quarree de chaque membre , il vient 

. A — t jT sin j d-^b — r Iftin i (a- 4 -c — b) 

sinf K - r- 

siu b srne 


a®. Si on observe de même que 

1 — cos a = a «in -f a* , 

* et que l'expression de cos p-*- ces 7 donne 

cos {B- 1- C) -f- cos si = a eus J- {B-hC-+~si) «+- cos \\B+C — A), 


on trouvera 




— co» ‘ B-t-C} cos f (B-t- C— A) 


un B eiu C 


1 
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on trouvera 

cosa — co sfr cos c sin B cos A 

cos t, _ co s a cos c — sin A cos B 
Si l'on ajoute ensuite l’unité à chaque membre de cette 
dernière , elle deviendra 

cosa — cos fr cosc sin fi cos A 

1 cos b — cos a cos c sin A cos B 

et on la changera facilement en 

(cosa + cosfr) (1 — cosc) __ sin {A + B) 
cosfr — cos a cosc sin-^cos/t 

par la réduction des deux termes de chaque membre att 
même dénominateur. 

En retranchant l’unité au lieu de 1 ajouter , on aura 

cos a — cos fr cos c sin B cos A ^ . 

cos fr — cos a cos c • si nA cos B 

d’où l’on tirera 

(cosa — cosfr) (t+co%c) sin (Z? — A ) 

cosfr — cosa cosc sin A cos B 

» * 

Divisant ce résultat par le précédent , il viendra 

cosa — cos fr^,i+ c o sc sin (/? — A) 
cosa-J-cpsZ> 1 — cosc Sin {B A)’ 

et comme, d’après le tableaiu de la page 3o , 

cosa- 


cosa"-|-cos 


COS | = tang i (fr + a) tang ‘ {b — a), 


1 COS c 
1 — cos c 
tin 


: COt £ C* , 


on trouvera 


in p = a sin cos 
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tan g A (b — à) tang A (b -f a) cot | c a 

• sin \(B — A) cos a ( B — A ) 

sin a (# -f- A) cos a ( 2 # -j-A)'"' ' a '' 

Mais en ajoutant et en retranchant successivement l’unité 

à chaçun des membres de l’équation = t- ^ , 

sin a sin A 

puis divisant les deux résultats l’un par l’autre , on 
parvient à l’équation 

sin b — sin a sin B — sin A 

sin b -f- siu a sin B -f- sin A * 

qui peut être transformée ainsi ; 

. ifL \ -v smi(j& — A) cos a (Z? -f- A) 

u»Mi-a)cc,Ki+a ) = ^ ‘ i B + ^ co> • ^ _ -J , 

par les formules du tableau de la page 3 o : multipliant 
donc entre elles, membre à membre , cette équation et 
l'équation (a), en observant que 

tangi(* + «) cot A (i + a )=i (9), 

on obtiendra 

(tang i (è — a)Vcot 1 c* = ; 

v 61 v JJ *î (sin a (éÿ-j- ^))® 

extrayant la racine de chaque membre , il viendra 

tang ; (è o) cotAc = sin ,, (/< + vf:| > 

et divisant l’équation (a) par cette dernière , on aura 

cos a (B —À) 


tang a (a-f-b) cot a c 

En se rappelant qtie — — = 

. ^ cot f\ 

deux équations ci-dessus, les expressions 


cos - (B -f- A) 
tang p (9), on déduira des 
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» 

sin j- {!> — A) 
sin j [B A) 
cos^(B — A) 
cos i (B -f- A) * 


73 


tang \(b — a) — tang ; c 
tangi(ô + eO = tangi c 


qui feront connaître deux côtés d’un triangle sphérique , 
dont on aura le troisième côté et les deux angles entre 
lesquels il est compris, puisqu’en désignant paré' et a', 
les valeurs des arcs b -j- a et b — a, il en résulte 

b-=l(b' + a'), a = }(b'-a'). 

4°. En prenant encore dans le n° 5 4 » les équations 

cos A -f- cos B cos C = sin B sin C cos a 
cos B -f- cos A cos C = sin A sin C cos b , 

et divisant là première par la seconde , on trouvera 

cos A -f-cos B cos C sin B cos a si nb cos a 

cos B-\-cq&AcosC iinAcoib smçcosô" 

Ajoutant et retranchant successivement l’unité à chacun 
des membres de celle-ci, puis divisant les résultats l'un 
par l’autre , on en conclura connue ci-dessus , 


cos A ■ 


■ cos B 1 — cosC 

X 


sin ( b — à) 

cos A -f- cos B x -f- cos C sin (6 -f- à) * 
tang \ {_B — A) tang \(B + A) tang { C» 
sin j (b — a) cos 5 (b — a) 


sin j (6 -f- a) cos £ (b -f- a) 
sin b — sin a 


et comme l’équation 


..(b); 

sin B — sin A 


stti b 4 - sin a sin B 4 - sin A 
employée dans la transformation précédente ; peut 
s’écrire ainsi : 

sin J (6 — a)cos;(&4-a) 


tang j ( B — A) cot J (B -J- A) — 


sin i (b+c) cos j (6 — a)‘ 


* 
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en multipliant et en divisant par cette dernière , l’é- 
quation (b) , on trouve enfin 


tang i (Æ — A) = co t~C 
tang ( B-\-A) = cot j C 


sin-j ( b — a) 
sin i (6-f-a) 
cos^fô — n) 
cos ï(^+ £2 ) > 


formules qui remplaceront les précédentes , lorsqu’on 
connaîtra deux côtes et l’angle qu’ils comprennent. 


Go. En prenant toutes les variations dont les formules 


trouvées ci- 

dessus sont susceptibles , on aura 

tangM = ] 

l / si .^{a+b— c)sin;(a-ft— b) 

— «)ôin~(a-f-i+ c ) 

tang A B = 

I y/ sini(ô+t — fl)sin c — b) 
r sin j(rr-)-t — ô)stnj(a -p ô-f-c) 

tang \C — 

1 y^siutffl-l-t — 6)sin^» + c — «) 
K siujfa-f-è — r)siuj(«4-6-f-c) 

tang 1 a = 

1 / - cosj(/f+^' — A)cos^(A+B-f-C) ' 
V cos&A+1}-C)co6^A+C—B') 

tang {b — 

1 / — cosi(A-+-C — B)cogi(A-tB-j-C) 
V cos&B+C—A)cos{{4+B—C) 

* 

tangi c = 

I / — con^(A-t-B — C)cosà(v/+/i-f-6 ) 

V cos^-K'— B)cosX£+C— A) ^ 

(*) Poar tirer ces formules de leurs analoffues du numéro précé- 
dent, il faut observer que a. — jS — y — a. — (y£-+- 7) , et qua 


ft 
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b — a . 

tang =5 tang ; c 


tang 


tang 


b •+• a 
2 

c — b 


: tang je 


tang 

tang 

tang 

tang 

tang 

tang 

tang 


a 

c -4- b 
a 

a — c 
a 

a -j- c 

a 

Ii—A 


sin-j (Z? — A) 

cos\{/} — A) 
cos ; (B + A) 
sin J (C — Æ) 
sini( C+B) 
cos {(C — Æ) 


== tang i a 

= U °l ia co, ïp+ll) 

, , sin £ ( A — C) 

= ^ h -^Ç[+ T) 


sin - 


, , cos ’ r A— C) 

: “”6t‘ c -^ K V+Q 

sin | (6 — a) 


a 

5-M 

a 

C — B 
a 

C+Z? 


= cot ~ C 


: COt ~ C 

: COt 

: COt j A 


A-C 

tang — - — = cot ; 
A+C 


A-\-C cos± (a 

tang — ! — = cot £ B 

a , cos £ (a 


sin i (jb + a) 

cos j (b — a) 
cos i (À -f- a) 

sin * (c — 6) 
sin U c + 6 ) 
cos £ (c — b) 
cos j (c + b) 
sin £ (a — c) 
sin £ (a + c ) 

—J } 
+ 0' 


Des douze dernières formules on déduit les suivantes , 
qui servent à trouver le troisième angle ou le troisième 
côté d'un triangle dans lequel on connaît deux côtés et 
les angles opposés. 
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tang ; c = tang j (b -f- à) 


tangia: 


tang = tang H a + C ) 
cot i C= tang | (Z? — A) 
cot j C=tang i (B-\-A) 
cot ~A = tang | (C — B) 

i 

cot î y#=tang{ (C-f-ZQ 

----- -■ :'ü^z*£s^ 


sin 


sin 

i (*“•*) 

cos 

UB+A) 

cos 

HB-a) 

sin 

i (C+tf) 

sin 

i ( C-B) 

cos 

UC+B) 

cos 

ÏIC-B) 

sin 

U^+c) 

sin 

i (*— C) 

cos 

i- C^+O 

cos 

UA-C) 

sin 

i(6+o) 

sin 

*(*-«) 

C09 

i(b + a) 

COS 

Hà-à) 

sin 

i(c + b) 

sin 

i(c-à) 

COS 

i(c + A) 

COS 

i (P — b) 

sin 

i(«+c) 

sin 

ï (a — c) 

cos 

i (« 4- 0 


M- 


* • -s» 

Si l’on joint à ces équations , les*équations (A) , qui 
serviront dans le cas où l’on connaîtra deux côtLS et l’un 

: — : — c_ 

(*) Ces formules, et les precedentes, sont connues sous le nom 
d'analogies de JYéper , parce quelles se déduisent des règles données 
par ce géomètre pour résoudre les triangles sphériques (. Logarithmo - 
rum canonis descriptio). 



■ Digitized by Google 


I 


DE TRIGONOMÉTRIE. 77 

des angle» opposés à ces côtés , ou-bien deux angles et 
l’un des côtés opposés à ces angles , on aura tout ce qu’il 
faut pour résoudre un triangle sphérique : ce qui précède 
peut donc être regardé comme fornyint un Traité com- 
plet de Trigonométrie Sphérique. En combinant entre 
elles les diverses formules obtenues successivement , 
on en pourrait déduire beaucoup d’autres d’un usage 
très-fréquent dans les calculs astronomiques : on doit, 
dans ce genre , à M. Delambre , des résultats très- 
élégans et très-nombreux , et des applications impor- 
tantes des méthodes approximatives , ou des séries, aux 
cas qui en sont susceptibles. 

Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre 
un triangle sphérique quelconque. 

61. En négligeant les variations que peut présenter 
un même cas, on ne trouve que les six suivans : 
i°. Connaissant les trois côtés (a, b, c), trouver 
un des angles (A). 

sin i (o-f-6 — -<) sin s (a-f-c — b) 


tang * A K 8inK 6 +c— «) smi (a+ô-t-c)' 

a°. Connaissant les trois angles (A , B , C) , trouver 
un des côtés (a). .- 

M g ;a=l/=En5±EZESZ±l±5 (•). 

6 ‘ K cm^A+B— QcoïK^+C— «) 1 1 


(*) Au lieu de cette formule et de la pre'c^dente , on emploi# 
•ouvent celles-ci : 



. . - | y/ 2 »in J f/r-f-A — c' sin I- f/> 4 ■ h ) 

= » 




sm 6 sin c 

l'rfiXC—A) 

sin H sin (J. 


obtenues dans la note delà page 70 , et qui sont analogues à celle 
dont on fait Usage pour le cas semblable de la Trigonométrie rec* 
tjligne ( 3 B;. 
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3*. Connaissant deux côtés (b, c), et ô angle com- 
prît (A) , trouver les autres angles (B, C). 


t.ng » (fl+Q = CM ; A 

u» g ; («-o = ~t; a. 

Pour trouver ensuite le ’5 ,mt côté (a ) , voyez la for- 
mule du 6 * m * cas. 

4°. Connaissant deux angles (B , C) , et le coté com» 
pris (a), trouver les autres cotés (b, c). 

, . cos {(B — C) v 

tang 5 (4+0 = -, (fi - 6 , 3 Ungia 

, ,, .. sin -1 (B — C) 

tan gï ( 6 -c)=— ^j^tangga. 

Pour trouver ensuite le 3'"' angle (A) , voyez la for- 
mule du 5 eme cas. 


5°. Connaissant deux côtés (a, c). ef un angle op~ 
posé (C), trouver l'autre angle opposé (A). 

. . sin a sin C 

sin A = : • . ) ♦ 

sin c 

G*. Connaissant deux angles (A , C) et un côté op- 
posé (c), trouver l'autre çôté opposé (a). 


• • . sm c sin A 

sin a = — : — 7 ; — .. 
sm G 

• ‘ • N 

Pour trouver ensuite , dans ces deux derniers cas , 
l'angle (B) et le côté (b) compris , l’un entra les côtés , 
l'autre entre les angles , donnés * ou calculés , on chan- 
gera dans les formules da'3 eœ * et du 4*“* cas, b eu a ', 
'B en A , et réciproquement ; il viendra 
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tang| {A+C) = 
tangi(a+ c) = 


cos rja — c) 
cos î( a + c ) 


cot B 


(A — C) 

K K tang I b 


cos ‘AA+Q 


où tout est 'connu, à l’exception de cotjÆ et de 
tangt&, cpii seront par conséquent déterminées. 

Au Ttioven de cette récapitulation et de celle qui 
se trouve sur la page 68 , rien n’est plus aisé que de 
résoudre un triangle sphérique quelconque , en appli- 
quant, d’après les énoncés ci-dessus, les lettres A, 
B, C . , a, b, c, aux angles et aux côtés cionnnés et 
cherchés. Le calcul arithmétique s’effectue par l’addi- 
tion et la soustraction des logarithmes, de la manière 
indiquée dans les exemples rapportés au n° 3q ; seule- 
ment on n’y emploie que la table des logarithmes des 
lignes trigonométriques, puisqu’il ne s’agit que d'arcs 
de cercle. 

Lorsque , dans les quatre premiers cas , les cir- 
constances de la question laisseront douter si les arcs 
ou les angles cherchés valent plus ou moins du quadrans 
ou d’un angle droit, onlevera la difficulté en recourant 
aux expressions des cosinus et des cotangentesdes incon- 
nues ( 57 ). Mais dans les deux derniers cas , il peut ar- 
river que la question proposée soit susceptible de deux 
solutions, et l’on s’en assurera aisément en étudiant la 
manière de construire un angle trièdre , lorsqu’on con- 
naît deux de ses faces et l’inclinaison de l’une d’elles sur 
la troisième , ou bien lorsqu’on connaît les inclinaisons 
de deux faces sur la troisième , et l’angle des arêtes 
qui déterminent l’une des premières. Je ne saurais en- 
trer ici dans ces details (*) ; mais en voici du moins 
les résultats. , . 


(*) 11 fant consnltcr le Développement nouveau rie la partie 
élémentaire de A/aihémati(/uef Je Bertrand , tan. Il, 2'rigon»- 
jutlrie , section V. 
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ri. Le triangle sphérique ne peut exister que d'une 
seule manière avec les données a, c et C , 


lorsque C = ri 



C < i». 

a < ri, 

c a 

C < i». 

a > ri, 

c a* — a 

C > 

a < ri. 

c < a» — a 

C > ri, 

a > ri. 

c < a. 

et il est susceptible de deux formes , 


lorsque C < ri. 

« < i». 

c <[ a 

C < ri, 

« > ri. 

c < W — a 

* C > ri, 

a < ri. 

c > s* — a 

C > ri. 

a > ri, 

c > a 

C <f ou>i< 

a = 

ri. 

' 2 °. Avec les données A, 

Cetc, il ne 

peut avoir qu’une 


forme , 

lorsque c = ri, 


c > ri. 

A > ri, 

C < A 

c > ri. 

^ < i», 

C < a»— A 

c < ri. 

■/* > ri. 

C > 2*—^ 

* c < ri. 

A < ri. 

C> A, 

et il en a deux quand 



c > ri. 

A > ri. 

C> A 

c > ri, 

^ < ri. 

C > a’ — A 

c < ri, 

A > ri, 

C < 2»—^ 

c < ri. 

^ < ri. 

C < A 

c < ou>ri 

, ^ = 

ri. 


6a. Pour donner une application delà Trigonométrie 
sphérique, ie choisirai le problème suivant: connais— 
Fig. 23 . sant unangleMS'S , fig. a3, mesuré ^ ans un plan incliné, 
et les angles que font avec une verticale SS', les cât( s SM. 
et SN du premier, trouver l’angle M'S'N' forme sur le 
plan M'S'N', horizontal ouperpendiculaire à SS' , par les 
projections M'S' et N' S' des lignes MS et NS. 

Les 
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Les trois lignés SS ' , SM et S N, déterminent un angle 
trièdredontle point S est le scpumet, dans lequel on con- 
naîtles trois anglesplans MSN, MSS' etNSS'- et puisque 
la droite SS' est perpendiculaire sur le plan N'S’M' , elle 
est aussi perpendiculaire sur chacune des lignes 3I'S' t 
N' S', situées respectivement dans les plans S'SN, £ SM, 
et formant par conséquent entre elles.un angle égal àcelui 
qui mesure l’inclinaison de ces plans : le problème proposé 
revient donc à déterminer cette inclinaison. C'est ainsi 
qu'il se trouve résolu par des opérations graphiques, dans 
Y Essai de géométrie sur les plans et les surfaces, ou Corn-* 
plément des Elémens de Géométrie , n° 4i • 

Mais on peut obtenir l’angle cherché en le considérant 
comme faisant partie du triangle sphérique BAC, formé 
par le^ cercles résultans des sections que les trois plans 
MSN , S’ SM , S'SN , feraient dans une sphère dont le 
centre serait en S, et dont le rayonseraitégalàceluides 
tables. On a dans ce triangle les côtés AB, AC, BC, qui 
sont les mesures respectives des angles donnés NSS' , 
MSS', MSN-, et l’angle demandé est précisément 
l’angle A : il se trouvera donc par la première règle 
du numéro précédent. 

Comme exemple de calcul, je suppose qu’on ait 
observé 

l’angle MSN de 0^,7597 = BC, 
l’angle S'SM de o ? ,5qi3 = AC, 
l’angle S'SN de o*,654a = AB. 

Ce» angles représentant les côtés d’un triangle sphé- 
rique dont on cherche l’angle A , je fais 

a = C,y5gy, b — o’,59i3, c = o*,654a, 
et j’emploie la formule 
Trigonométrie. 


F 


I 


8a TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE,' etc. 1 



sin ; (a-\-b — c) sin £ (a-f-c — b ) 
sin 6 sine 


» 


(note, page 77). 

Le* arcs ±(a+b — c) , ‘-(a-fc — b) se forment en 
faisant d’abord la demi-somme des trois côtés a, b , 
c , et en retranchant ensuite chacun des côtés qui ren- 
ferment l’angle cherché ( 38 ) ; puis on prend les lo- 
garithmes des sinus de ces côtés , les complémens arith- 
métiques des logarithmes des sinus des restes, comme 
le montre l’opération ci-dessous. 

c’,7%7 
O , 5 _qi 3 
o , 654 a 
Somme. a’,oo 5 a 

Demi-somme. i*,ooa6 11,0026 

o , 5 qi 3 0,664a 

1" reste. o*, 4 n 3 a" 1 ' reste, c ’,3484 

1. sin o*, 4 u 3 = 9,7796340 

1. sin o*, 348 4 = 9,7162989 

Compl. arith. du 1 . sin o’,59i3 = 0,0964168 
Compl. arith. du 1 . sin o’jÔ^a = 0,0674914 

Somme. 19,6698411 

; 

log sin \A = 9,8299205, 

qui, dans la table, répond à o»,47254=iy/ ; et 
en doublant cet arc on trouve A =o»,945o8, ou seu- 
lement ^ = o’,945i , en se bornant à quatre déci- 
males : tel est l’angle M'S'N' correspondant à la va- 
leur donnée pour l’angle MSN. 
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CHAPITRE III. 


De l'application de l'Algèbre à la Géométrie . 

G3. L’application de l’algèbre à la géométrie a d’a- 
bord pour but de faire servir les opérations algébriques 
à combiner ensemble plusieurs théorèmes de géométrie 
pour en déduire des conséquences, .C’est ainsi que dan 3 
les deux chapitres précédens je sqis parvenu aux prin- 
cipales formules de la trigonométrie rectiligne et de la 
trigonométrie sphérique, ün théorème qui établit une 
relation entre plusieurs lignes d'une grandeur définie 
peut toujours s’exprimer par une équation ; et toutes les 
transformations qu’on opère sur cette équation étant 
traduites en langage ordinaire , donnent des énoncés qui 
sont des conséquences du théorème duquel on est parti • 
mais ce point de vue n’offre qu’une très-petite partie de 
ce que doit embrasserl’application de l’algèbre à la géo- 
métrie. Cette branche des mathématiques, considé- 
rée en général, ne se borne pas à la recherche des pro- 
priétés de l’étendue par le moyen des procédés algé 
briques-, on y voit encore comment on peut repré- 
senter par ces propriétés tout ce que signifie une 
expression algébrique quelconque, ramener sans cesse 
les constructionsdes Gguresaux opérations de calcul , et 
revenir de celles-ci aux premières : c’est ce que montre- 
ront successivement les diverses questions traitées dans 
ce chapitre. 

L’écriture algébrique, si utile pour exprimer les con- 
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dirions desproblèmes qui regardentles nombres, n estpa* 
moins commode pour ceux qui ont rapport a la géomé- 
trie Ces derniers peuvent se mettre en équation comme 
les premiers , dès qu’on est parvenu à trouver dans leur 
énoncé la relation des inconnues et des données; mais il 
•faut pour cela appeler à son secours quelques-unes des 
propriétés de l’espèce de grandeur que 1 on considéré. 

64 Par exemple , puisqu’un triangle est détermina 
nar la connaissance de ses trois côtés, son aire doit 1 etre 
aussi par ce moyen, et l’on peut se proposer cetteques- 

tlC Connaissant les trois côtés d’un triangle , trouver l’ex- 
pression de son aire > 

L’aire d’un triangle étant égale à la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur , on voit d’abord que la ques- 
tion c e réduit à déterminer la hauteur; et en abaissant 
l4 dans le triangle JBC,fig. i4> une perpendiculaire sur le 

câtkAC on forme deux triangles rectangles, qui four- 

• pntdès relations entre les côtés JB, BC, la per- 
pendiculaire BD , et les segmens AD et CD , faits par 
cette perpendiculaire. 

En effet , si on désigne par c, c ' , c", les côtés JB , BC, 
AC du triangle , par t le segment AD et par n la per- 
pendiculaire BD , les triangles rectangles JBD , BDC 
donneront 1 t 

b5\ ÂD, BC — BD + DC; 

o„ observera en outre que dans le premier triangle de 

laG&UrE ’ DC = JC — JD = c" t, 
et dans le second , 

bc—Jd — ac-i — c . 
mettant au beu des lignes les lettres qui les repré- 
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«eatent, et faisant attention que (c" — 1)*= (t c')*, 
on formera , pour l’un et l’autre triangle, les équations 

c'—u l + t\ c' 1 = u* + (c*— 0* , 

qui, ne renfermant que deux inconnues têtu, en déter- 
minent les valeurs. 

Si on développe la seconde équation , et qu’on la re- 
tranche de la première , les termes u“ et disparaîtront ; 
il viendra 

c 1 — c' 1 — üct — c" 1 (*) , 
d’où on tirera 

_ c*— c'» -f c"* 
ne" 5 

et l’équation c* = îr* -f-t*, donnant 
u = dz \/ c“ — l a , 

on en déduira, parla substitution de la valeur de t, 
celle de 

I (c 1 — c'“ + c"*)* 

“ =± K e *- i — j?- ■■ ■ • 

OU 

__ — (c a — c' a 4- c" 1 ) 1 

“ i? * 

On peut, au moyen de cette formule, trouver la hauteur 
d’un triangle quand on connaît ses trois côtés; et comme 
l’expression de son aire se mesure par la moitié de sa 
base par sa hauteur , on déduira de ce qui précède l’aire 
d’un triangle, lorsqu’on connaîtra les trois côtés. 

La lettre u désignantla perpendiculaire abaissée sur 
le coté c" du triangle proposé , l’aire de ce triangle sera 

(*) Je ferai remarquer que cette équau'on, mise sous la forme 
c** =c»-t-c" a — 2 c"*, présente , par rapport an côté ou 
le théorème du n° rG des Élémens de Géométrie. 

s * 
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; eu = j j/ 4c‘a“ i — (c 3 — c' a +c"‘) M , 
en mettant pour u la valeur trouvée ci-dessus. 

Telle est l’expression de l’aire d’un triangle par ses 
trois côtés. En la considérant avec attention, il est fa* 
cile de voir qu’elle n'est pas présentée ici sous la forme 
la plus élégante qu’on puisse lui donner, car elle ne pa- 
raît passymétrique par rapport àchacundescôtés c, c', c", 
ce qui pourtant devrait être , puisqu’en y changeant ces 
lettres les unes dans les autres, elle ne doit pas changer 
de valeur. Il suit évidemment de là qu’elle peut être ra- 
menée à ne contenir que des combinaisons semblables 
des lettres quelle renferme ; et l’on atteint ce but en 
observant que la quantité 4c s c" î — (c* — c' a -f-c" 3 ) 3 , étant 
la différence de deux quarrés , se décompose dans les 
facteurs 

acc" -f- c a -J- c* 3 — c' 1 , ncc’ — c a — c" a -f- c' 1 , 
qui reviennent à 

(c + c") a — c'% -(c—cy + c'\ 
et se décomposent eux-mêmes dans les quatre suivans : 
c -f- c' -f- c", c-j-c" — c', c -j- c' — c , c' —f— c" — c y 
on aura donc 

i V (t+c'+c")(c , -j-c" — c) (c-J-c" — c')(c-f-c' — c"). 

Maintenant si l’on fait attention que 
c'-j-c " — c = (c-f-c'-j-c") — ac 
c -f-c* — c'~ (c+c'-f-c") — a c' 
c -f-c' — c"= (c-f- c'-j-c’) 2 c’, 

et que l’on pose c-}- c -j- c" z=af, on trouvera enfin 
que Taira du triangle ABC est exprimée par 

i V/a/.aC/— 0-2(/— <)•»(/— O « 

et se réduit à 
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8 7 


i //(Ao c/-o cy-o. 

formule aussi remarquable par l’utilité dont elle peut 
être pour évaluer l’aire d'une figure plane quelconque , 
que par son élégance : ellemontre que l’aire d’un triangle 
est exprimée par la racine quarrée du produit de la 
demi-somme des trois côtés, multipliée par les diffé- 
rences entre cette demi-somme et chacun des côtés. 

65. Le procédé indiqué dans les Élémens de Géo- 
métrie , numéros a34 et 268, pour trouver la hau- 
teur entière d’une pyramide ou d’un cône , tronqués 
par un plan parallèle à leur base, étant réduit en 
formule, conduit à une expression remarquable du 
volume de ces corps , et voici comment : 

Si on désigne par a et b , les deux côtés homo- 
logues des bases d’un tronc de pyramide, ou les rayons 
de celles d’un tronc de cône, par g la hauteur de ce 
tronc, par h la hauteur de la pyramide ou du cône 
entiers, on aura la proportion 

a — b : a :: g : h, d’où .hxx-^-y. 


La hauteur de la portion retranchée, étant h — g, 
aura pour expression 


h— g 


M % 

a — b ° a — b‘ 


Cela posé, les bases du tronc étant semblables, 
seront entre elles comme les quarrés de leurs lignes 
homologues, ensorteque, nommant S la base inférieure 
et S la base supérieure, on aura 

s : s :: a 2 : b % , ou s ; a* :: s : b*. 

Désignant ensuite par m le rapport des grandeurs S et 
il viendra • / 
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S = a-m , s = tfm -, 

* » 

et les volumes du corps entier et du corps retranché 
seront exprimés respectivement par 


1 lo 1 7n S a 1 n \ 1 m %b 3 

= nS~=—-T, *(n — 7 , 

3 3 a — b o v ° àa — b 


en mettant au lieu de S , s, h et h — g les valeurs 
trouvées ci-dessus. Retranchant enfin la secçnde ex- 
pression de la première , on aura pour le volume du 
tronc 


l _mg(a 1 — 4 3 ) 
3 'a — b ~ 


— ^ng(d 1 -\-ab-\-b i )= ^gÇma^-f-mab-f- mb . 


Or ma 1 et mé 1 sont déjà les bases inférieure et su- 
périeure du tronc ; et Si l’on fait ab — c“, c=ya4 
désignera une moyenne proportionnelle entre les lignes 
a , b, et par conséquent mab — mc *, exprimera l’aire 
d’un polygone semblable aux bases du tronc et cons— 
! truit sur le côté c , ou d’un cercle de rayon c. 

Il suit donc du résultat précédent , que le volume 
d'un tronc de pyramide ou de cône est égal au tiers 
de sa hauteur , multiplié par la somme des aires de 
ses deux bases et d'une figure semblable, construite 
sur un côté ou sur un rayon moyen proportionnel 
entre ceux de ces bases ; et comme mab = \/ ind À .mb* , 
on voit»que l’aire de cette figure est moyenne propor- 
tionnelle entre celles des bases. Si on élève sur ces 
trois figures des pyramides ou des cônes de même hau- 
teur que le tronc propo-é , la somme de leurs volumes 
sera équivalente à celui de ce tronc. 

66. Dans lesquestionS'précédentes, on avait en vue un 
résultat numérique; quelquefois on cherche des lignes. 

Qu'on se propose, par exemple, d’inscrire un quarré 
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DEFG , dans un triangle ABC , Jig. 24, il faudra Fig. i{. 
supposer la question résolue, et chercher ensuite entre 
les lignes données immédiatement par le triangle et le 
côté du quarré , une relation qui puisse s’exprimer algé- 
briquement. 

Pour cela on abaissera la perpendiculaire BH, que 
l’on regardera comme connue, puisqu’on sait la mener; 
et comparant les triangles semblables BAC et BDE, 

BAH et BDJ, on formera les proportions 

AD : BD ;; AC ; DE, 

ab : bd bh : Bi, 

qui conduisent à 

ac : de :: bh : bi. 

Cette dernière donne une relation entre les lignes con- 
nues AC, B H , et les lignes inconnues BI, DE; mais 
BI dépend de BE , car BI=BH — IH , et par la défi- 
nition du quarré, IH— DE : désignant donc par a et b 
les données AC et BH, et par x l’inconnue III ou DE, 
on aura 

a : x b ; b — x, 
d'où bx = ab — ax. 

De cette équation du premier degré, on conclut 
ab 

x — — _ , 

a -4- b 

1 / 

Lorsque les droites a et b sont rapportées à une com- 
mune mesura, ou exprimées en nombres, la formule ci- 
dessus donne , par des opérations arithmétiques , le 
nombre qui exprime la longueur de la droite Itl ; 
prenant ce nombre sur la droite BII, on aura le point 
/ , par lequel il faudra mener la droite DE. 

Il n’est pas nécessaire, pour déterminer le point /, de 
recourir aux nombres , parce que les opérations indi- . 
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quées dans l’expression de x peuvent s’effectuer sur les 
li ,nes. On voit en effet que cette inconnue est le qua- 
trième terme de la proportion suivante : 

a + b : a :: b : x , 

» 

et que par conséquent tout se réduit à trouver une 
qnatrième proportionnelle aux trois lignes 

a -f- b , a et b. 

On regarde en général comme élégant de lier avec la 
figure qui contient les données du problème ,lesopéra- 
tions qu’il faut effectuer pour en obtenir la solution ; on 
peut en conséquence, dans la question présente , em- 
ployer l’angle droit CHD à la détermination de la qua- 
trième proportionnelle à trouver. On portera donc, sur 
IlC prolongée , 

i°. HL— a~ AC, a». LKz=b = BH; 

tirant DK, puis menant IL parallèlement à BK, le point 
/, pour lequel on aura 

hk : hl :: bh : in , 

appartiendra au côté DE du quarré DE GF. 

67. On peut atteindre de la même manière à des 
questions d’un degré supérieur au premier. 

On sait que diviser une ligne en moyenne et extrême 
raison , c’est la partager de manière que l’un des segmens 
«oit moyen proportionnel entre la ligne entière et l’autre 
segment -, pour résoudre algébriquement ce problème , 
on désignera la ligne entière par a , le segment inconnu 
par x , l’autre segment sera a — x , et l’on aura 

a : x ',1.x ; a — x , 
d’où l’on conclura 

a* — ax — x* ; 


% 
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en résolvant cette équation , on en tirera 


S 1 ' 




x = — i a ±> yV -j- j a*. 

Les opérations indiquées dans cette solution peuvent 
s’effectuer sur les lignes, au moyendu triangle rectangle; 
car a 1 4- j a* étant la somme des quarrés des lignes 
aetja, le radical \/a a + i a“ est l’hypoténuse AC , 
Jig. a5 , du triangle rectangle construit sur les côtés F'S- 
AB— a, BC—\a. Il ne s’agit, pour obtenir les deux 
valeurs de or, que de combiner, par soustraction et par 
addition, la ligne AC avec la ligne BCz=z\a, ce qui 
s’effectuera en portant BC de C en D sur AC , et de C 
en D' sur son prolongement ; car on aura 

AD— AC — D C— a 1 — |c, d’oùx= AD 

AD'=AC-\-DC=z^a i -^~^a l -^~la, d’où x— — AD'. 

La droite AD rapportée en E , sur AB , par un arc 
de cercle, est la solution donnée dans le n* i3a des 
Elémens de Géométrie; et en mettant sous la forme 

a* =z ax - f- x® , 

l’équation du problème, on en tire la proportion 
x -f « : a a : x , 

qui revient à 

• AD' ; AB AB ; AD, 

puisque 

ADf = AD + a BC = AD + AB. 

Il suit de là, que la ligne AD’ est aussi partagée en 
moyenne et extrême raison au point D , et que le plus 
grand segment DD' est égal à la ligne donnée AB. On 
verra plus loin (77) l'énoncé auquel répondent en 
même temps les deux valeurs de x, et ce que signifie 
Je signe — qui affecte la seconde. 
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Les exemples précédera suffisent pour montrer 
que la résolution algébrique des problèmes déterminés 
de géométrie , présente des circonstances analogues 
à celle des problèmes relatifs aux nombres. 11 faut 
d’abord mettre la question en équation, tirer l’expression 
de l’inconnue -, ruais au lieu d’employer le calcul arith- 
métique pour évaluer cette expression , il faut effectuer 
eur les lignes connues, des opérations graphiques, corres- 
pondantes à celles qui sont indiquées par les signes algé- 
briques. Dans la question du n 8 66, dont l’équation n’é- 
tait que du premier degré, c’est par les lignes propor- 
tionnelles qu’on a déterminé l’incounue , et pour la 
question ci-dessus , dont l 'équation montait au se- 
cond degré, on a eu recours à la propriété du triangle „ 
rectangle. Ces déterminations sont ce qu’on appelle la 
construction des valeurs de l’inconnue ; et je vais en 
exposer les principes, qui sont communs à toutes les 
questions de ces deux degrés. 

68. C’est une remarque générale , et qu’on aura sou- 
vent occasion de vérifier , que lorsqu’il n’entre que des 
lignes dans l’énoncé d’une question, et que la quantité 
cherchée est elle-même une ligne , son expression ren- 
ferme toujours un facteur de plus dans le numérateur 
que dans le dénominateur, et chacune de ces quantités 
est composée de termes homogènes entre eux. L’ex- 
pression de t , trouvée dans le numéro 64 , remplit 
cette condition : les termes de son numérateur ont deux 
facteurs, et son dénominateur, un seul. 

Il suit de là que lorsque l’expression d’une ligne quel- 
conque ne contient point de radicaux, on peut , en repré- 
sentant toutes les quantités qu’elle renferme par des 
lignes , obtenir la longueur de la première sans recourir 
aux nombres, et seulement en cherchant avec le compas. 
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des quatrièmes proportionnelles à des lignes données. 
Pour le prouver, il suffira de l'exemple suivant. 


_ . abc 4- cP — e*f 

Soit t— 

gh -f- 1 

cette expression, dont le numérateur est composé de 
termes contenant chacun trois facteurs, tandis que les 
termes du dénominateur n’en ont que deux , appartient, 
d’après la remarque ci-dessus, à une ligne. Si l’on fait 


abc = Ar£“ , e*f = k'd* , 

gh = h" d. , ï — k-d, 

on aura ' 


_ d* (A d — J/) d(k- f- d — A') 

1 ~ rf(A" + A") ~ k" + k m ‘ 


on obtiendra donc t en cherchant une quatrième propor- 
tionnelle aux trois lignes h" -f- k " , k -f- d — k' et d, 
lorsque les lignes inconnues, représentées par k, A', A", A*, 
seront déterminées. Les équations posées ci-dessus, 
conduisent à 


, abc ab c 

k ~~d’ 


ut —tî. e £^c e 

~ d* — d x 2* 


k" = 


d * 


valeurs qui se forment par les proportions suivantes : 

« 

, ' ab abc , 


> i ni 

d: a :: b : -j 

7 - cf 

d:ey.f:-L, 


d- e~!f' ïL-k' 
d * <f» ” » 


d : g :: h :& = !<• , d : i 


- — A" 
d ~ k 


cherchant donc les quatrièmes termes de chacune par 
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les lignes proportionnelles , on aura successivement les 

longueurs des lignes représentées par 

ab abc ef e'f gh i* 

1’ ~dF’ d> Ïï‘ ~d’ d> 
qui donneront 

k, k', k" et k m -, 
et avec celles-ci on trouvera t. 

On reconnaît sans peine que l’esprit de la méthode 
dont je viens de faire usage pour construire une ex- 
pression algébrique , consiste à transformer le numé- 
rateur et le dénominateur de l’expression proposée , 
en produits d’un certain nombre de facteurs simples ou 
du premier degré , ce qui est toujours possible par les 
moyens que j’ai employés. 

Il y a des cas où cette transformation peut s’effec- 
tuer immédiatement , sans qu’il soit besoin d’y intro- 
duire des indéterminées : tel est celui de l’expression 

* c ( a* — i*) 

dont le numérateur équivaut à 

c(a + b) Ça — b), 

et dont le dénominateur peut s’écrire ainsi : 

VV -j- b 2 X y/a* + b* : 

il vient alors 

t — (« — 6 ) (g'+6)c , 

V/^-f-F yV +!>‘ * 

ce qui s’obtient par les proportions 

V /à>+b':a+b :: c : S? +b \°. ., 
yV + 

i /a-+é* : a — b :: - IL- _ : , -p— >== ».• 

\/a % +b' ÿ a* + b' y d A -f- b* 
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Le radical employé dans ce calcul se construit facile- 
ment, car il exprime l’hypoténuse d’un triangle rectangle 
dont les côtés sont a et b. 

0 

69. Le triangle rectangle et le cercle fournissent le* 
moyens de construire la racine quarrée d’une quantité 
.quelconque exprimée en lignes. L’usage du premier est 
'évident , lorsque la quantité comprise sous le radical est 
la somme ou la différence de deux quarrés. En effet, on 
a , dans ce cas , y a“ -f- b u et {/a? — b* ; l’une de ces 
expressions peut etre regardée comme l’hypoténuse d’un 
triangle rectangle dont les côtés sont a et b , et l’autre 
comme l’un des côtés adjacens à l’angle droit, dans un 
triangle de même nature, dont l’hypoténuse serait a, 
et le troisième côté b. 

On construira , par une suite de ces triangles, l’expres- 
sion y/ : ayant obtenu d’abord \/ a'-f-i*, 
on représentera cette ligne par et, ce qui donnera 

a 1 -f- b 1 = et 1 , 
et la quantité proposée deviendra 
V «* + C> d*'; 

on construira le radical |/a“- f-c* comme le précédent; 
et nommant j8 le résultat de cette opération , on aura 

+ c* = p : 

il ne restera plus qu’à trouver \/ IP -f- d 1 , ce qui se fera 
en prenant l’hypoténuse du triangle rectangle dont les 
côtés sont (3 et 4 - H est facile d’étendre ce procédé au cas 
où le radical à construire contiendrait un nombre quel- 
conque de quarrés. 

70. Je passe maintenant à l’emploi du cercle dans 
l’extraction des racines quarrées. On sait que la per- 
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pendiculaire élevée sur un diamètre est moyenne pre- 
portionnelle entre les deux segmens de ce diamètre 
( Géom. i3o) ; on obtiendra donc \/ ab en prenant, 
Fig. aS , AP — a, BP — b, et décrivant un cercle 

sur la somme AB de ces deux lignes , prise pour dia- 
mètre : la perpendiculaire PM , élevée sur le point P, 
étant moyenne proportionnelle entre AP et BP , sera 
|/ ab. 

On peut encore trouver une moyenne proportionnelle 
entre deux lignes quelconques a et b , en prenant la 
plus grande des deux pour le diamètre AB du cercle , 
et portant l’autre de A en P; élevânt ensuite l’ordonnée 
PM, et tirant la corde AM, on aura la moyenne pro- 
portionnelle demandée (Géom. t3i). 

A l’aide de ces méthodes , on construira tous les 
radicaux du second degré , quelle que soit la quantité 
qu’ils renferment. Soit pour exemple 


!/■ 


a* -f- bc — 


def 


on fera bc = ak , —— — ak' ; l’expression pro- 

posée deviendra 

{/a* -}- ah — ak' — l/(a -f- k — k') a, 
et pour l'obtenir, il suffira de prendre une moyenne pro- 
portionnelle entre deux lignes , respectivement égales à 
a -j- k — k' et a : il est d’ailleurs évident que les quantité* 
k et k' se détermineront par les lignes proportionnelles , 
d’après ce qui a été dit, n° 68, puisque les équation» 
dont elles dépendent, donnent 


, bc 
k =a-’ 


k'=&, 

a S 

et conduisent par conséquent à ces proportions : 


a', b 
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a l a géométrie: 
a : b :: c : k , 

de 
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e :f.:±,:±t=k'. 

° J n ag 


71. La quantité que l’on se propose de construire 
pourrait ne pas être homogène j mais cela n’arrivera que 
lorsqu’on aura fait quelques lignes égales 9 l’unité , ou que 
l’on aura représenté un nombre par une lettre, ou une 
ligne par un nombre ; et les méthodes indiquées ci-dessus 
ne seront pas arrêtées par cette circonstance, pourvu 
qu’on fasse reparaître , dans tous les termes où elle devait 
se trouver, et avec des exposans convenables, la ligne 
prise pour unité. 

^ g lyç ( ( t 

Si l’on avait J/ a -f- ^j-, et que l’on sût par l’é- 
noncé de la question qui aurait conduit à cette expression, 
qu’elle doit appartenir à une ligne , on verrait que 
chacun des termes compris sous le radical devrait être 
du second degré , .et que par conséquent en désignant 

l’unité par n, il faudrait écrire an au lieu de a, et -~ 
bc . 

au lieu de ce qui ne change rien à la grandeur ab- 
solue de ces quantités, puisque n= 1 — n 3 , et en général 
n' n — 1 , quelle que soitm. On auraitde cette manière 


\/ a 


ben 3 


bcn u \ 

ir) i 


an -f = 

qui se construirait facilement. 

J'observerai que, d’après ce qui précède , on pour- 
rait extraire , par une opération graphique , la racine 
quarrée d’un nombre quelconque , en prenant une 
moyenne proportionnelle entre deux lignes, dont l'une 
représenterait l’unité , et l’autre aurait avec celle-ci le 
Trigonométrie. G 


1 
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rapport marqué par le nombre proposé, y 1 1 , par exem- 
ple , s’obtiendrait en prenant une moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes , dont une serait les 5 de l’autre , 
puisque y' { = [/ 1 X 

.y 7a. Rien n’est plus facile maintenant que de cons- 
truire l’expression des racines de l’équation du second 
degré x* — ax—b *, qui peut représenter toutes celles 
de ce degré. En effet, en tirant la valeur de x, on a 

* = ïa±\/Ttf-+b i . > 

il ne s’agit que de construire le radical l/ j a' -f- b k (69), 
et de prendre ensuite la somme et la différence du ré- 
sultat et de la ligne ±a, pour obtenir la grandeur de w 
chacune des racines de la proposée. 

Si cette équation était de la forme x * — ax— — b', 
on aurait 

sa construction , dans ce cas, ne différerait de celle du 
précédent , qu’en ce que le radical serait exprimé par 
l’un des côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle , au 
lieu de l’être par l'hypoténuse, et que ce triangle ces- 
serait d’exister si l’on avait {a<C_b, parce qu’alors ayant 
Fig a- P r ‘ s sur ^ un ^ es c ^ s d’ u n an gl e droit ABC ,fig. 27, 
une grandeur AB —b , le cercle DE , décrit du point A 
comme centre, avec un rayon qui serait moindre que AB, 
n’atteindrait pas l’autre côté BC. Cette circonstance 
s’actforde avec la théorie des équations jju second de- 
gré, qui donne des racines imaginaires poûr le cas dont 
il s’agit. 

On pourra appliquer ce qui précède à la question sui- 
vante : Etant donnée la somme ou la différends des deux 
côtés contigus d'un rectangle et son aire , construire ce 
• rectangle. 


Digitized by Google 



A LA GÉOMÉTRIE. gg 

En effet, soient 6 a la surface du rectangle demandé, 
cia somme oula différence de ses côtés contigus , et xl’un 
d’eux; l’autre sera exprimé par a—x dans le premier 
cas , et par a -f- x dans le second ; la surface sera 
(a — x) x pour le premier cas, et (a -f- x) x pour le se- 
cond ; ensorte qu'on aura ces deux équations : 

ax — x 1 — b*, ax-f-x“= 

lesquelles étant résolnes, donneront des valeurs de x 
constructibles par la méthode précédente. . •* 

73. Il n’est pas nécessaire de résoudre les équations 
du second degré,pour en trouver graphiquement les ra- 
cines ; on les obtient immédiatement, par les propriétés 
des lignes droites qui se coupent dans le cercle. 

L’équation x“ -f- ax = b 1 étant mise sous la forme 
X (x -f- c) = 6“ , 

se rapporte à la propriété des sécantes et des tangentes 
qui partent d’un même point (Géom. 128») ;car si on dé- 

a 8 , sur un rayon a un cercle , qu’on lui Fig. 

mène une tangente AB dont la longueur soit b, et que par 
les points A et C on tire une sécante AC, en nommant x 
la ligne AD, on aura évidemment 

AD = AD -J- DD' = AD ~f- 2 . BC — x -f- a , 

■et! a propriété citée plushaut, donnant ADX AD'=~Ââ % - 
il en résultera 

x(x-f ■a) = b>, 

■ce qui est l’équation proposée. 

Si l’on avait x* — ax=b a , il faudrait faire x~AD‘ 

«n aurait alors 

AD = x — a, et x(x — c) — b ü . 

La construction présente , n’étant sujette à aucune 
exception , montre que tant que b 8 sera positif dans 

G a 


ÎOO 
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* . 

le second membre , en même temps que x? l'est dans 
le premier, les racines de l'équation proposée seront 
toujours réelles. 

L’équation x“ — ax = — b‘ se change en ax — x*=b* , 
et peut alors s’écrire ainsi : 

x (a — x)~ b 

Sous cette dernière forme elle se rapporte à la propriété 
des cordes qui se coupent dans le cercle ; car si l’on 
35. décrit sur un diamètre AB — a , Jig. 29, un cercle, 
qu’on élève au point A une perpendiculaire AC = b , 
qu’on tire ensuite CM parallèle à AB , et que par les 
points M et M' , où CM rencontre le cercle , on abaisse 
sur AB , les perpendiculaires PM et P'M' , on aura 

AP X BP — 4 P (. 4 B — AP) = PM] 

ou 

AP (a — AP) = b\ 

puis 

AP' X HP' = AP ( AB — AP') = P'M'] 

ou ’ 

AP' ( a—AP') = b 1 : 

d’où on voit qu’en prenant successivement pour x les 
droites AP et AP' , on retombera sur l’équation proposée 
ax — x* = b‘, 

et que par conséquent les droites AP et AP obtenues 
par les procédés ci-dessus, sont les valeurs de l'in- 
connue x. 

Il est visible que quand AC surpassera le rayon du 
cercle ou- a, la droite CM ne rencontrera plus le cercle 
et ne fournira par conséquent aucune détermination j 
mais alors les racines de l’équation proposée seront 
imaginaires. 

Les racines de l'équation x a +ax= — b % ne diffèrent 
de celles de l’équation x* — ax — —b a , que parpe 


/ 
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qu'elles sont affectées du signe — ; niais leur grandeur 
s'obtjendra toujours par la construction que je viens 
d’indiquer. 

y4- Dans l’application de l’Algèbre à la Géométrie , le 
signe — s’interprète en général comme à l’égard des . 
nombres , en renversant d’une certaine manière l’énoncé 
de la question , ou en prenant les lignes qui en sont affec- 
tées , dans un sens contraire à celui où on les avait sup- 
posées d’abord. 

Avant d’aller plus loin , je dois rappeler que les quan- 
tités négatives tirent leur origine des soustractions qui 
ne peuvent s’effectuer dans l’ordre où elles sont indi- 
quées , parce que la quantité à retrancher se trouve plus 
grande que celle dont on doit la retrancher. On recon- 
naît par cette circonstance, qu’il y avait erreur dans l’é- 
noncé de la question, ou au moins dans son application 
au cas particulier que l’on a eu en vue ; et en redressant 
cette erreur, c’est-à-dire en modifiant l’énoncé de ma- 
nière à rendre possible la soustraction qui n'a pu s’exécu- 
ter, on parvient à un résultat positif ; mais pour certaines 
questions,pour toutes cellesqui mènent à des équationsdu 
premier degré, par exemple, on n’a pas besoin de prendre» 
cette peine. Le signe durésultat indique lui-même le ren- 
versement dont l’énoncé est susceptible ; et les valeurs né- 
gatives, employéesconformémentauxrègles établies pour 
effectuer les opérations sur les quantités affectées du 
signe — , satisfont aussi bien aux questions que celles qui 
sont positives : c’est pour cela que l’on a changé la 
dénomination de racines fausses, que les analystes don- 
naient autrefois aux racines négatives des équations. 

C’est donc aussi par la soustraction que l’on doit expli- 
quer, sur les figures géométriques, les valeurs négativaç 
que l’Algèbre donne à certaineslignes ; et pour soustraire 
une ligne d’une autre, il suffit déporter la première sur fa 
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seconde , à partir de l’une des extrémités de celle-ci : mais 
il y a , sur cette opération graphique , quelques observa- 
tions à faire, qui tiennent à'ia manière dont les lignes se 
décrivent. 

’S 3°- Soit d’abord CD,Jig. 3o , la ligne à soustraire de AB } 
comme la première est moindre que la seconde , en 
portant cette première de B en c , leur différence Ac sera 
placée à la droite du point A ; mais si l’on avait à retran- 
cher CD' , plus grande que AB, et qu’on portât toujours 
sur AB, à partir de la même extrémité B , la ligne à re- 
trancher, la différence des deux droites proposées serait 
marquée en Ac' , sur le prolongement de AB , et serait 
placée à gauche du point A , c’est-à-dire d’un côté op- 
posé au résultat Ac de la première opération : c’est à ce 
changement de situation que répond le signe — . 

Il semblerait, au premier coup-d’œil, que l’on devrait 
effectuer la soustraction indiquée sur les lignes C'D' et 
AB, en portant la plus petite sur la plus grande , car c’est 
ce que l’on fait sur les nombres, lorsqu’on ôte le plus 
petit du plus grand ; mais il faut observer, à l’égard des 
lignes, qu’elles sont en général employées à marquer 
(les distances à un certain point auquel on en rapporte 
d’au très, et qu’on regarde comme fixe; elles prennent donc 
leur accroissement par l’extrémité opposée à ce point, 
et alors la soustraction , qui , par sa nature , est inverse de 
l'âddition de laquelle résultent en général les accroisse- 
mens, doit s’opérer aussi en sens inverse de celle-là, et par 
conséquent en allant vers le côté où les lignes diminuent. 
De là vient que si le point A sur la droite AB est le point 
fixe dont je parle, la. soustraction de CD ou de CD' 
doit s’opérer à partir du point B. La continuité des lignes 
et la possibilitéde les prolonger indéfinimentdanslesdeux 
■lens, donne à leur égard le moyen d’opérer, comme on 
vient de le voir, la soustraction de la même manière, 
quoique la quantité à soustraire soit devenue la plus 
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grande des deux. Voici un problème fort simple qui 
confirmera ce qu’on vient de lire. 

75. Mener dans unjriangle donné ABC , fig. 3i , Fig. 
parallèlement au côté AC, une ligne DE qui soit égale à 
une ligne donnée MN. 

Les côtés du triangle étant donnés , je ferai 
AB— a, ' AC— b, MN—c\ 

et je prendrai pçur inconnue la distance AD , parce que 
la position d’une ligne parallèle à une ligne donnée , 
est déterminée par un seul de ses points. En faisant 
AD=x, j’aurai BD=a — x, et les triangles sem- 
blables BAC et BDE donneront 


ab : ac :: bd : de , 

ou . , . 
a : b II a — x . cy 

donc 

ab — bx = ac , 

ab — ac a (b — c) 

x— g _ - b . 

La valeur de construit (68), en retranchant de 

ACzzzb , la droite CF= c , puis tirant FD parallèle à 
CB ; car la similitude des triangles ABC , AFD , four- 
nit cette proportion : 


ac : ab :: af : ad 

1 1 o. (b — c) 

b: ai: b — cl x=z -i—y l- 

b 


Si la ligne MN devenait plus grande que AC , elle ne 
pourrait plus trouver place dans l’intérieur du triangle ? 
ABC, il faudrait prolonger les côtés AB et BC ; mais 
alors le point D passerait en D' de l’autre côté du point 
A, et c’est précisément ce qu’indiquent le calcul et la 
construçtion. 


10 4 APPLICATION DE L'ALGÈBRE 

En effet, sil’on a M'A 7 '^>AC, il en résultera c]> fr, 
la quantité b—c sera par conséquent négative ; mais en 
faisant la soustraction des lignes, comme il a été indiqué 
dans le numéro précédent , le point F passera en F', et la 
ligne F'D 1 , menée par le point F' parallèlement à 2 ?C, ne 
pourra rencontrer que le prolongement du côté A B en D'. 

76. En général, toutes les fois qu’il s’agit de distances 
rapportées à un point fixe et comptées sur une même 
ligne, ou sur des lignes parallèles, celles qui sont affec- 
tées du signe — doivent se prendre dans un sens opposé 
à celles qui sont affectées du signe -f-. 

En effet , si l’on considère la situation respective de 
deux points dont les distances à une droite quelconque 
soient exprimées par a-\-b et a — c, il est évident 
que la distance mutuelle de ces points est b -f- c , puis- 
que a -|- b — (a — c) = b -f- c ; et pour les placer de 
cette manière par rapport à une droite quelconque /A' B', 
ï> 3^ 3 ° , il faut tirer d’abord, soit d’un côté, soit de 

l’autre de cette ligne, à une distance AA'z=a, une pa- 
rallèle AB , puis mener ensuite deux autres lignes paral- 
lèles à celles-ci, l’une QM , en dehors des premières et à 
une distance A Q = b , l’autre Q'M' en dedans età une 
distance AQ' = c. Par ce moyen, tous les points, tels 
que M et M\ placés aux rencontres des dernières pa- 
rallèles et d’une perpendiculaire à la ligne A' B', auront 
entre eux la distance exigée, et se trouveront dans une 
situation opposée par rapport à la parallèle intermédiaire 
AB , de laquelle leurs éloignemens respectifs sont mar— 
„ qués par -J- b et — c. Il est facile de voir qu'ils seraient 
tous deux du même-côté de AB , si leurs distances à la 
ligne A’ B' étaient exprimées para-f-ô eta-J-c, parce 
qu'alors leur distance mutuelle serait b — c. 

C’est ainsi que les sinus, qui sont les distances des extré- 
mités des arcs au diamètre AA’ ,fg. io, et les cosinua 
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qui sont les distances au diamètre BB' , changent de 
signe en passant d’un côté à l’autre de ces diamètres (a 3 ) . 

La tangente suit la même loi à l’égard du diamètre AA', 
et par la même raison. 

77. Ces considérations ne s'appliquent pas aussi im- 
médiatement à la sécante , parce que sa direction change 
à chaque instant : cependant elle n’en a pas moins un 
signe propre à ses diverses situations , et qui se tire de son 

expression analytique séca= ; mais ce n est, en 

. cos a . 

général , que par rapport aqx lignes qui conservent la 
même direction, que le changement de signe répond 
toujours immédiatement au changement de côté (*). 

Les droites AD et AD',Jig. 25 , qui représentent les Fig- 
racines de l’équation du second degré a 1 — ax—x * (67) , 
quoique appartenantes à des valeurs de signes différens, 
ne sont pas opposées ; mais s’il s’agissait de les appliquer 
à la solution d’un problème où elles seraient considérées 
comme des distances à un point fixe , mesurées sur une 
ligne de direction constante , il faudrait les porter de 
différens côtés de ce point, d’après la règle du n° 76. 

En effet, le problème du n° 67 , par exemple , peut 
être énoncé ainsi : 

Trouver sur la droite AB= a , un point E, tel que sa 
distance AE au point A, soit moyenne proportionnelle 
entre sa distance à l'autre extrémité B et la ligne en— 


(*) On pcnt, cc me semble, donner une explication assez naturel!* 
des cliangemens de signe de la sécante, en observant que cette ligne 
prend réellement une situation opposée, lorsqu'elle atteint la tan- 
gente par l'extrémite opposée b celle où elle y arrivait d’abord. En 
effet, dans les arcs B A et -A' B', pour lesquels l’expression analy- 
tique. de la se’rante est nc : gativc, ce n’est plus le rayon CM qui at- 
teint la tangente JVJY', mais le rayon oppose. 
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Hère AB. Les deux valeurs de l’inconnue étant alor» 
AD et AD ' , la dernière , qui se trouve affectée du 
signe — , doit être portée en AE * , au-delà du point A , 
par rapport au point B. Cette conclusion est facile à 
vérifier, car la valeur de AD' répondant à — x dans 
l’équation <r* — ax =. vérifie l’équation a‘-f-ax-= x*, 
qui résulte du changement de + M en — x ; et cette 
dernière équation fournit la proportion 

a + ^ : x : : x : o , 

qui revient à 

AB + AE' , ou BE : AE AE : AB. 

Le problème suivant est encore très-propre à faire 
connaître comment il faut interpréter les diverses solu- 
tions qu’offre une même équation. 

33. 78. Par un point E , fig, 33 , placé comme on voudra , 

à l'égard de deux droites AB et AC , perpendiculaires 
entre elles , mener une droite de manière que la partie 
D'l< v de cette droite, interceptée entre les deux lignes 
proposées , soit d'une grandeur donnée m. 

Pour connaître la position de la ligne D'E déjà assu 
jétieà passer par le point donné E , il ne faut qu’en dé- 
terminer un autre point, qu’on peut choisir comme on 
voudra ; je prendrai pour cela AD ' , et puisque le point 
E est donné, je supposerai connues les lignes GE et 
HE , menées de ce point parallèlement aux lignes AB 
et AC : je ferai en conséquence 

GE— a, HE — b , AD'=y. 

Cela posé, les triangles semblables EGD' et E AD' 
donnent 

gd' : ge :: ad' : af' -, 

mais 

GD' — AD'— AG = AD’ — HE=y — b -, 


\ 
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y -b: a Y. y '.AF* = 


Le triangle F AD' étant rectangle en À , fournit l’équa- 
tion 

~ÂLÏ'+ IF = IFP , 

qui, par la substitution des valeurs de AD ' , AF' et 
D'F', devient # . . 

a? y ft 

r + jÿéiy— . 


jd — aéy^-f-^-f-a 3 — Tri‘')y t -\-Q,bm l y — é 3 /n.*=o (1), 

lorsqu’elle est développée et ordonnée. 


Cette équation monte au quatrième degré , parce que 
la question proposée a , en général , quatre solutions. On 
voit en effet, par l’inspection de la figure, que l’on peut 
remplir de quatre manières différentes les conditions du 
problème proposé, savoir : 

Par les deux lignes D'F' et D"F", menées dans l’angle 
droit BAC , où se trouve placé le point E ; 

Puis par les deux lignes DT F" et D”“F“", menées 
dans les angles CAB' et BAC , adjacens à l’angle BAC, 

Il n’est pas difficile de voir que les solution» de l’angle 
B A C peuvent devenir impossibles, lorsque la grandeur m 
est au-dessous d’une certaine limite qui dépend de la posi» 
• tiondu point E, à l’égard des droites AB et AC, mais que 
les deux autres solutions seront toujours réelles; car les 
lignes F'"D W et F""D"“ , peuvent passer par le pointé, 
ce qui les rendrait nulles, ou devenir parallèles, l’une 
à AB, l’autre à AC, et par conséquent infinies. 

Il n'est pas moins évident que la question se simpli- 
fierait , sans perdre aucune de ses solutions , si ou pre- 
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nait le point E à égale distance des droites AC et AB‘, 
car il suffirait alors de connaître une de -celles de l’angle 
BAC et une des deux autres, pour les obtenir toutes 
les quatre. • 

Si on savait mener D'F', par exemple , on en conclu- 
rait D"F" , en prenant AF" = AD , à cause que lé point 
E serait semblablement placé à l’égard des deux droites 
AC et AB ; et on déduirait, par la même raison , 
D""F"“ de DT F", en prenant AF"" — AD". 

D’après cette remarque , je ferai GE= HE , ou a— b ; 
et l’équation proposée deviendra 

y 4 — 20^4-20*^* — m 2 (_y* — aoy -f- a’) = o . . , .(a). 

On ne voit pas encore comment cette équation peut 
être résolue plus facilement que la précédente; mais la 
relation observée ci-dessus , entre les diverses solutions, 
va mettre la chose en évidence. 

Les triangles D AF' et D"AF", D"AF" et D""AF"", 
étant égaux, il s’ensuit que les angles DF' A et D"F"A, 
D’F" A et D"" F"" A , sont complémens l’un de l’autre, 
et que par conséquent, dès que l’on connaîtra les angles 
D'F' A, D"F"A, on aura les deux autres, et toutes les 
solutions de la question seront connues. Mais puisqu’on 
n’a de cette manière que deux solutions à trouver immé- 
diatement, il est avantageux de déterminer l’angle que la 
droite h comprise entre les lignes AB et AC , doit faire 
avec l’une de ces lignes, avec AB , par exemple. 

En prenant pourinconnue la tangente de cet angle, le 
triangle D EG montre que 

tang D'F' A = tang DEC = ~ =?— = 

GE a a 

Si on fait ^ — z, on aura 

a • 

y = az -f a , 
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et substituant cette valeur dans l'équation (a) , il vien- 
dra, après les réductions , 

triz 4 -f- a edz 3 -f- (sa 4 — a’m’) z* -f- atriz -f- o 4 = o , 

ou z 4 -f- sz 3 + ^ z® - f- az -f - 1 = o. (3) 

Il est maintenant visible que si la quantité z' satisfait à 
cette équation , la quantité y satisfera pareille- 

Z» 

ment (*) ; et en l’écrivant ainsi : 

771* 

z 4 ■+• az 3 -f- az® + az -f- 1 = — z* , 


on reconnaît sans peine qu’en ajoutant z® à chaque 
membre , le premier devient un quarré parfait, 

z 4 az 3 -J- az* -f- az -f- 1 -f- z* = (z® -j- z + 1)* : 
on a donc 

771* 

(z , -f- a +0* = - ? z* + z*, 

d'où 


z* + z + i=rtzj / / 1, 
ce qui revient à 

, . a qz \/ m* -f -a® 
z® -1 — 1 — z + i = o. 


Cette équation doit être considérée comme équivalente à 
deux équations du second degré , à cause des deux 
formes dont le coefficient de son second terme est 
s 

(*) Celte équation est de celles qn’on nomme réciproques. On 
trouve dans le Complément des Élément d' Algèbre , la manière 
de les abaisser autant qu’ii est possible i et par la transformation 
indique* à c«( effet , la proposée se réduit sur-le-champ au second 
degré. 
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susceptible ; et faisant, pour abréger, \/ rn*-f-a* = n, 
elle donne successivement 

« , a—n * , 

s > j ss -f- 1 zsz o , 

1 a 

s* -f- — ss -f- i = O. 
a 


Si on design e-par z' , z", les deux racines de la pre- 
mière, et par * ", z"" t celles de la seconde, on aura, en 
vertu du dernier terme égal à l’unité , 

l!z =3 1 , *V* — I j 

et comme z exprime la tangente d’un angle , prise pour 
un rayon = î , il s'ensuit que les valeurs z' et z" appar- 
tiennent à deux angles complémens l’un de l’autre , et 
qu’il en est de même de z * et z"" (9), conformément à ce 
qui a été remarqué , page 108. 

En résolvant les équations ci-dessus, il vient, par la 
première. 


* — v 


a — n 


— ~Z V ( a — n )‘ — 4a'i 


a a aa 


par la deuxième , 

z = — a ~^ n ±— }/ (a + ny— 4 a’; 
2 a 2a 7 v 1 7 ^ 


mais 


\Z(a—n.y— 4 a* =s {/(n+a) (n— 3 a) , 

V i a + n y — 4 a “ = V (ô — a ) C« + 3a) ; 

et puisque n — surpasse nécessaireiuéht a, 

on voit que les deux dernières valeurs de z seront 
toujours réelles, tandis que les deux premières devien- 
dront imaginaires , lorsqu’on aura n <[ 3 a. 

Avant de parvenir à ce terme , les mêmes valeurs 


% 
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deviendront égales si n = 3 o , c’est-à-dire ti 
l/m* -f- a 1 = 3 a ; et faisant évanouir les radicaux , 
il vient 

m* 4- n* = ga* ; 

d'où 

m’= 8 a*, ou m == l/ 8a* ss aa \/a. 


ce qui prouve qu’onne pourra mener dansl’angle BAC , 
par le point E , aucune droite moindre que aa j/ a. 

• ’ ‘1 

La quantité n étant alors \/8 a* 3 a , les 

deux premières valeurs de z deviennent égales à 1 , 
et les deux autres sont — 2 dt \Z 3 . Il suit de là 
que les deux lignes U F' et D" F" se confondent , en 
faisant avec AB un angle de o’, 5 . 


Dans le cas général , si l’on fait 

V (a— n) 1 ' — 4°“ = V (»-f-a)(n — 3a) —p 

V («-h»)*— 4 < * # = V (n— a)(n+5a) 

il viendra, pour les quatre valeurs de z, 

1»_ a—n—p a—n+p 

aa aa * 

• a+n— q a+n-f-q , 

z = , z =— * , 

aa aa 


Connaissant les tangentes z' , z* , z" , z "" , on en con- 
clura les valeurs de y , au moyen de l’équation 


y = az + a (page 108). 
Ces valeurs seront respectivement 
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AD' — 

a — zi — p 

+ 

a — ■ — 

a + n+p 

2 

U - 

• 

2 

AD" — 

a~n-\-p 

2 

+ 

a — 

a-\-n — p 
2 

AD" — 

a-f-n — q 

+ 


a — n-f-t/ 

2 

u 

2 

AD"" = 

a+n + q 
2 

+ 

a == 

a — n — q 
2 


Elles se construiront aisément; car la quantité n e$t 
l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les côtés sont 
a et ni, les lignes p et q s’obtiennent aussi par les 
triangles rectangles (69) , ou par les moyennes pro- 
portionnelles (70) ; et lorsqu’on aura les longueurs 
des quatre- droites ci-dessus , les points D' , D" , D m , 
D"", seront donnés (*). 

79. Au lieu de prendre pour inconnue l’angle que 
doit faire avec AB la droite demandée , on eût pu 
chercher à déterminer la distance entre le point donné 
E et le point K , milieu de la ligne D'F' , pour en con- 
clure D'E. En faisant EK = x,et posant , pour abréger, 

EK ~ D'K =z——l on aurait eu 
3 

D'E^D'K+EK-l+x, EE=EK — EK—l — x , 

EH = ËH= i/(/__ x y-_ a * ; 

et les triangles semblables D'GE , JSHF' auraient 

(*) Si on compare l'analyse que je viens de faire des diverses 
circonstances de la question ci-dessus , avec celle que l’on trouve 
dans l’Algèbre de Betfiut (3 e vol. du Cours à V usage de la marine , 
édition de 1781 , pag. 334), on verra combien cette dernière est 
incomplète et fautive ; clic n’indique que les deux solutions repré- 
sentées par les lignes D'F 7 et D^F*. 

donné 
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donné 

• D'E : eg :: EF' : f'u, 

ce qui revient à 

I .. 

i + x : a :: i — x : \/(i — xy — a*, 
d’où on aurait déduit l’équation 

a (l—x) — (l -f- x) {/(l — xy — a 

S 

qui, par l’élévation au quarré et le développement,, - 
•erait devenue ( 

x* — (a Z* -f- 2û a ) x*-f -l* — 2 a‘fi = o j 
et pouvant la résoudre comme celle du second degré , 
on en aurait tiré d’abord 

x* = -f- c 1 rfc l/a* 4- 4o*>‘, 

puis 

x=:± S// 1 -}- à 2 ± )/a*+4aH*=± Vl*+a*±:a l /o*+ 4 ^, 

expressions faciles à construire, d’après ce qu’on a vu 
dans les numéros 6g et 70. 

Cette solution , bien remarquable par son élégance 
est tirée de l 'Arithmétique universelle .• Newton l’a 
donnée pour montrer comment un heureux choix d’in* 
connues simplifie la solution d’un problème. Celui qu’il a 
fait, dans la question qui m'occupe, lui a sans doute 
été suggéré par la considération que la distance EK ne 
peut avoir que deux grandeurs différentes , l’une relative 
aux deux solutions L/F* et D"F", et l’autre aux solu- 
tions D"F* et £)""/?"* > et que par conséquent ses quatre 
valeurs doivent , abstraction faite du signe , être 
égales deux à deux. Je conclurai de là que , pour 
se déterminer dans le choix de l’inconnue , il faut cher- 
cher celle qui , dans les diverses circonstance» que peut 
offrir la question, subit le moins de changemens. 
Trigonométrie, H 
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8o. Le petit nombre de questions résolues précédem- 
ment, suffit pour montrer comment l’Algèbre peut s’ap- 
pliquer à la solution des problèmes. On a dû reconnaître 
par ces exemples, que les circonstances relatives àla situa- 
tion des lignes , peuvent toujours être déduites de la con- 
sidération des triangles , et , moyennant les propriétés de 
ces figures, s’exprimer algébriquement. L’art de former 
les triangles dont il s’agit, et qui résultent, soit expli- 
citement .soit implicitement, des conditions du problème 
proposé ,-ne peut , comme la facilité de mettre en équa-* 
tion les problèmes numériques , s’acquérir que par l’ha- 
bitude (*). 

Les diverses expressions construites dans ce qui pré- 
cède , ne se rapportent qu'à des lignes , parce que les 
problèmes qui les olît amenées n’ont pour but que la dé- 
terminaîionjles lignes, et c’est ce qui arrive le plus sou- 
vent, puisque la détermination des figures se réduit tou- 
joursàcelledeleursdimensions. Cependantil peutse pré- 
senter quelque cas où l'on cherche immédiatement une 
aire ou un vo/unieyl’expressiPn à laquelle on arrive doit, 
si elle est homogène, avoir dans le premier cas, à chaque 
ternie de son numérateur, deux facteursde plus qu’à ceux 
de son dénominateur , et trois dans le second cas. 

Par exemple, 1 expression — — ^ ^ 

’ .. . à’ + br>c' — # 

signer une a ir e, et I expression - 1 ~ . ~ l, unvo- 


■ a 3 d + d* 

-peutde- 


a 4 -f- b* 


(*) L'Arithmétique universelle de Newten contient nue col- 
lection 'lie problèmes, aussi précieuse par l’elé»ance de» solation» 
que par la Viriete des énoncé» j la Géométrie de position I par 
Cornet, en reqferroe de très-mtemsan* , et qui conduisent 4 de* 
propriétés de l’etendue très-remarquable». La lecture de ces onvrages, 
et de ceux dç Thomas Simpson, sera très-utile aux personnes qui 
voudront s’exercer ir la résolution dei qaestion». 
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lume. Dans l’expression finale du n° S5 , la lettre 
m ne doit point compter, parce qu’elle exprime un 
rapport et non pas une ligne. 

Construire ces expressions, c’estfaire un rectangle dont 
l’aire Soit équivalente à là première, et un parallélépi- 
pède rectangle dont le volume soit équivalent à la se- 
conde ; et pour cela on prépare , par l'artifice analytique 
du n° 618, la première formule, de manière quelle se ré- 
duise à un produit de deux facteurs, la seconde, de ma- 
nière qu’elle devienne un produit de'trois facteurs. 

En effet, si on prend 

ab'c = m'k , a'd = m 5 //, d* ~ m 3 k", 
c* — mk", ad = mk "" , 

la quantité m demeurera arbitraire , les quantité» 
k, k, h, k,k , se détermineront par les lignes pro- 
portionnelles, et on aura 

ab*c—a 3 d-£d* __ m 3 k—m 3 k' + m s l t" 
c*-f-cd mk" -j- mk" u 

_mXIi—k'+k“) . — 

- -jr + îr — , 

résultat qui peutêtreregardé comme l'aire d’un rectangle 

dont la base serait m , et dont la hauteur serait la ligne 
représentée par la formule 

mjk-k' + h") 
k" + k"" ’ 

Puisqu’on est maître de prendre à volonté la ligne m, 
on peut la faire égale à l’une des quantités employées 
dans l’expression à construire, ou bien à l’unité si 
l'on en a choisi une. L’exemple ci-dessus se simplifie 
lorsqu'on prend In = a; il vient alors 

= a'k , d=k r , d* = a?k\ 


1 = aA w , d = /t"", 


H a 
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ab* c — a?d + rf 4 a 3 (/< — d-hk") 

c* + <k£ o(lf+d) 

a(k — d + è") 

= (y+d) ' 

Ce procédé s’applique facilement à la seconde exprès- 
«ion proposée 

a 7 ■+- t 5 c* — d 7 

o 4 -J- é 4 

En prenant todt de suite a aulieude la quantité arbi- 
traire m , on fera 

£V“=-û 6 fc, d 7 = a s k', & 4 = cdk", 

«t il viendra 

a 4. tfc'—d 7 _ a 7 + Q 6 ^— Q 6 ^ 
û+46* a 4 + a i /i" 

+ & — *0 . SX <°+ k — k ') 

g= - a‘(a+F ) “ X «+** 

La dernière formule peut être évidemment prise pour le 
volume du parallélépipède rectangle dont la base est le 
quarré construit sur la ligne a , et dont la hauteur est 
la ligne représentée par la formule - 
a(a -}- h — k ) 
a + k" 

81 L’Algèbre sert non-seulement à trouvera gran- 
deur deslignes et desparties de l'étendue , comparées les 

unesauxautres,mais ellefoumit encore le moyen dedéter- 

miner les figures qu’affectent ces lignes , eten général les 
formes de l’espace. Descartes, en remarquantle premier, 
nue ces figures et ces formes établissent des relations de 
grandeur entre des droites, est parvetlU à appliquer 1 Al- 
gèbre à la théorie des lignes en général ; et par cette de- 
couverte , les Mathématiques ont entièrement chang» 
de face. 
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Si l’on conçoit, par exemple , que de tous les points 
d’une ligne quelconque DE-,Ji g. 34, on ait abaissé fig, 34 . 
des perpendiculaires PM, P 1 M' , P"M", etc. sur une 
ligne droite AD , donnée de position , et qu’à partir d’un 
point A pris à volonté sur cette ligne , on ait mesuré les 
distances AP, AP ' , AP " , etc. cliacunede ces distances, 
et la perpendiculaire qui lui correspond, seront liées 
entre elles de manière que l’une se conclura nécessaire- 
ment de l’autre. En effet, quand la fraudeur de AP 
sera fixée, la rencontre de la courbe DE avecla perpen- 
diculaire élevée par le point P, sur la ligne AB, donnera 
la grandeur de PM ; et quand on aura cette grandeur, 
que je supposerai représentée par ab , on obtiendra 
AP en prenant sur AC, perpendiculaire à AB , une 
partie AQ = ab , et en menant ensuite la droite 
QM parallèle à AB , qui rencontrera la ligne DE 
dans un point M, pour lequel on aura nécessairement 
PM—ab. 

Rien n’empêcha d’iu\aginer que les lignes AP, PM , 
soient rapportées à une ligne commune prise pour unité, 
et que, sous ce point-de-vue , elles ne soient représentées 
par des nombres ou par des lettres. Si la relation qui est 
entre AP et PM, entre AP' et P’M', etc. peut être ex- 
primée par une équation algébrique , cette équation ca- 
ractérisera la ligne DE, et pourra en faire connaître suc- 
cessivement tous les points ; c’est ce qu’on- va voir sur 
deux exemples très-simples. , 

82 . Je prends pour le premier la droite AE ,fiE, 35, 
menée parle point A\ toutes les perpendiculaires PM, ' rJ ' 
P’M' , P"M“, etc. abaissées jde chacun de ses points sur 
la ligne AB , détermineront une suite de trmnglesy^/’Jf, 
AP'M', AÇ"M", etc. tous semblables entre eux, et qui 
donneront 

ap : pm :: ap' : P’M :: ap" : P" M", etc. 
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ou , ce qui revient au même , 

PM P'M' P"M" 

_____ * — ■ - ' 1 ______ ptp 

AP ~ AP 1 ~ AP“ ’ 

La relation de toute? le* distances AP aux perpendi- 
culaires PMt st ici bien facile à saisir ; elle consiste dans 
le rapport constant que chacune des premières a avec 
celle des secondes qui lui correspond; et si l’on désigne 
ce rapport par a , on aura 

PM=axAP, P'M'-=aX AP', P"M"=aXAP", etc. 

Toutes ces équations , qui semblent particulières à 
chaque point de la droite AE , peuvent être comprises 
dans une seule, en désignant la distance du pied de la 
perpendiculaire au point A , quelle qu’elle soit, par x, 
et en représentant la perpendiculaire elle-même par y ; 
car on aura alors yzxax. Cette équation , qui renferme 
deux inconnues, x, y , ne peut donner la valeur que 
d’une seule, et cela après que l’on a fixé arbitrairement la 
valeur de l’autce : lorsqu’on assigne à x une valeur quel- 
conque AP, y prend la valeur correspondante PM. Si 
l’on a , par exemple , a = ÿ , on trouve PM— ; AP , 
c’est-à-dire qu’sen prenant PM, égale à la moitié de AP, 
le point M est sur la droite AE , et non ailleurs. 

La ligne AE ne se termine pas brusquement au point 
A ; on doit , pour embrasser toute son étendue, la con- 
cevoir prolongée en AEf , au-dessous de la ligne AB , et 
à gauche de la ligne AC. Cette dernière partie est com- 
prise aussi dan? l’équation y=ax ; car on peut donner 
à x , dans cette équation, des valeurs négatives, et ces 
valeurs exprimant les distances à laligne AC, doivent être 
prises du côt*é opposé à celui où l’on a porté les valeurs 
positives (76) : elles donnerontdonedespoi#tstelsquep, 
placés en arrière du point A. Mais les valeurs corres- 
pondantes de_y étant aussi négatives, doivent être prise* 
du côté opposé à celui où l’on a porté les valeurs positives. 
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c’est-à-dire au-dessous de AD , commepm; et il est visible 
d’ailleurs que, si Ape st prise égale à AP, pin sera pareil- 
lement égale à PM : on tombera donc de cette manière 
sur les points du prolongement AE de la droite AE. 

83. Je considère en second lieu le cercle décrit du 
point A ,Jig. 36, comme centre, et d’un rayon égal à 
la ligne AD, Ce qui distingue les points de la circon- 
férence des autres points du plan, c’est d’etre tous à une 
distance du centre^ qui soit égale au rayon AD \ et par 
conséquent quelque partque l’on prenne le point M sur 
cette courbe, les droites .ÆP et PM seront les côtés d’un 
triangleTectangle, dont l’hypoténuse AAf sera égale à 
AD. En faisant donc • > 

AP -=zx , PM=y, AD = r, 

on aura 

ac» +y‘ = r* ; 

et on tirera de là 

y = V'r'—x* , 

équation au moyen de laquelle, en se donnant.* ou AP, 
on aura, pa^e secours du calcul , et sans qu’il soit be- 
soin de construire la figure , y ou PM , ou du moins le 
rapport de cette ligne avec le rayon. En prenant , par 
exemple, x=^r, il viendra 

.y = = v/ld=rx-^. 

On concevra sans peine que l’on peut déduire de 
la même expression , les lignes PM pour tous les points 
de la ligne AD , compris entre A et D. L’équation 
y= [/r* — x* prouve aussi bien que la description 
géométrique de la circonférence du cercle , que cette 
courbe ne doit pas s’étendre au-delà du point £>; car 
pour prendre le point P au-delà de celui-ci , il faudrait 
supposer x>AD, ou > r, et dans ce cas, la valeur 
de y deviendrait imaginaire. 
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Quoique je n’aye considéré que le quadrans DE , 
les trois autres, qui complètent la circonférence, sont 
compris dans l’équation x»-+ -y* — r*j car l’ordonnée y 
ayant, pour une même valeur de x, deux valeurs, savoir : 

-J- y' r* — x 1 et — t 1 x* , 

la seconde doit être portée du côte oppose à la pre- 
mière ( 76 ) , et fournit par conséquent tous les points du 
quadrans DE. Mais on peut aussi donner à x des va- 
leurs négatives qui doivent se porter de A en D , puisque 
les valeurs positives ont été portées de A en et à 
chacune de ces valeurs répondront deux valeurs de y . 
la valeuPpositivedonneralespointsdu quadrans D E, et 
la valeur négative les points du quadrans Z? E . 

84- Quoiqu'on ne tire des équations 

y —ax , y =±: l/r“ — x*, 

que des valeurs appartenantes à des points toujours dis- 
joints, néanmoins la continuité qui résulte de la descripi- 
tion de la lignedroite et dû cercle, repréïejMés respec- 
tivement par ces équations , n’est point violée , parce 
qu’on peut toujours déterminer par leur moyen deux 
points aussi voisins l’un de l’autre'qu on voudra,' puis- 
qu’il suffit pour cela de prendre pour xdeux valeurs con- 
sécutives presque égales , et que l ien ne limite la petitesse 
de la différence qu’on peut mettre entre elles. 

85. Cette manière de représenter le cours des lignes, 
c’est-à-dire .les circonstances de leur forme et de leur 
situation, en les rapportant à une droite, pardes perpen- 
diculaires, mérite la pl us grande attention ; on voit qu elle 
revient à déterminer la position d’un point quelconque , 
par le moyen de sa distance à deux droites AB et AC , 
Fig 34 perpendiculaires entre elles. Le point Myjig 34, est en 
effet déterminé lorsqu’on a le» distances AP et AQ , 
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puisqu’il se trouve à l’intersection des lignes .P 3/ et Q3/, 
menées par les points Pet Q, parallèlement aux droites 
AB et AC. , . 

Les lignes AP et AQ, ou leurs égales, QM et PM , 
se nomment des coordonnées. Ou se sert ordinairement 
du mot abscisse pour désigner celle qu’on suppose con- 
nue , et l’on donne à l’autre le nom à' ordonnée. Ainsi , ' 
dans les exemples précédens , où j’ai toujours exprimé 
les lignes PM par les lignes AP , PM était l’ordonnée , 
et AP l’abscisse. Les lignes AB et AC, qui déterminent 
la direction des coordonnées, se nomment les axes des 
coordonnées. 

Il faut bien observer que pour les points situés sur la 
ligne AB , la distance AQ ou PM est nulle , et que par 
conséquent , si on la représente par_y, on a pour tous ce* 
points, _y=o ; par la même raison , on a QM ou AP, 
oux—o , pour tous ceux qui sont placé* sur l’axe AC\ 
et enfin au pointé , qu’on nomme l’origine des coordon- 
nées, on -a en même temps 

v 

x ■= o , y — o. 

En ne donnant que les valeurs absolues de l’abscisse 
APet de l’ordonnée PM, le point 3/reste encore indé- 
terminé à quelques égards ; car on ne connaît alors que 
les distances de ce point aux droites indéfinies BB' et 
• CC , fig. 3 7 ; et en conservant ces mêmes distances , il p jg 
pourrait se trouver indifféremment dans l’un quelconque 
des quatre angles droits BAC , 'PAC, PAC , BAC ; 
mais les combinaisons des signes affectés aux coordon- 
nées AP et PM, font connaître dans lequelde cesanglea 
se trouve le point proposé. En effet, étant convenu 
de donner le signe -f- aux parties de la ligne AB , en 
allant de A vers B , le signe — sera celui qu’il faudra 
assigner aux partie* de AB' , en allant de A vers P. De 
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même, si l’on a donné le signe aux parties de AC, 
en allant de A vers C , les parties de AC, en allant de A 
vers C , seront nécessairement affectées du signe — 
Cela posé, on aura 


pour le point M/ 
de l'angle 


BAC, 
B' AC,. 
B' AC, 
BAC,. 



-f- AP ou 

-f X 

+ PM 

+ y 

— AP 

X 

+ PM 

+ y 

— AP 

X 

— PM 

— y 

+ AP 

■f X 

— PM 

-'y 


Le choix des lignes AB et AC, perpendiculaires entre 
elles, n’est pas le seul qu’on puisse faire pour déterminer 
sur un plan la position d’un système quelconque de points; 
toute combinaison de lignes capable de fixer la position 
d’un point , ses distances à deux points donnés , par 
exemple, serait également propre à c.et usage; mais dans 
le plus grand nombre de cas , les coordonnées perpen- 
diculaires sont celles dont l’emploi présente le plus de 
facilité , et on verra plus loin plusieurs exemples de la 
manière dont on passe de ces coordonnées à diverses 
manières d’assigner sur un plan la position des points. 


86. L’équation qui exprime les relations entre les AP 
et les PM, pour une ligne donnée , s’appelle Y équation m 
de cette ligne, et celle-ci se nomme à son tour le lieu 
de l'équation 'qui lui appartient. 

Il est visible que toute question géométrique indéter- 
minée, renfermant deux inconnues, conduit à un lieu 
géométrique. S’il s’agissait , par exemple , de former 
tous les triangles rectangles que l’on peut construire sur 
une hypoténuse donnée a, en nommant x et y les côtés 
de l’angle droit de ce triangle, l'équation du problème se- 
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rait x*-f-y*=a‘ -, et on satisferait à la question en décri- 
vant sur un rayon égal à a un quart de cercle , et en abais- 
sant de tous les points de ce quart de cercle des perpen- 
diculaires sur son rayon : le quart de cercle serait le lieu. 
de tous les sommets de l’un des angles aigus de ces 
triangles. 

L’équation d’une courbe s'obtient toujours en expri- 
mant analytiquement, ou l’une quelconque de ses pro- 
priétés, comme on l’a fait pour la ligne droite, ou les 
circonstances de sa description , ainsi qu’on en a usé 
à l’égard du cercle. Réciproquement , une équation 
quelconque, considérée en elle-même, donne aussi nais- 
sance à une courbe dont elle fait connaître les propriétés. 
Ce dernier point de vue étant le plus général et le plus 
fécond , c’est désormais de la considération des équa- 
, tions que je déduirai les lignes. 


87 . De toutes les équations à deux indéterminées, la 
plu? simple est celle du premier degré ; et elle appartient 
à la ligne droite , la plus simple de toutes les lignes. Cette 
équation peut etre représentée par Cy = Ax-\- B ; mais 
en la divisant par C , elle ne perdra rien de sa généralité , 


et deviendra^ = ^ x -f- ^ , 


ony—ax-i-b, en faisant 



c’est sous cette forme que je l’emploierai 


désormais. 


Supposant d’abord que b soit nul, on aura . 


y 

y = ax, ou xx- a ; 

x 

c'est-à-dire que dans toute l’étendue de la droite , le rap- 
port de PM à AP,fig. 35, sera constant. Cette pro- 
priété, qui n’est que l’expression de la similitude des 
triangles APM, AP'M' etc. , et de laquelle il résulte que 
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etc. quelque part qu’on prenne les point* 

AP AP' ' . 

P y P', etc. sur la ligne AB , ne peut appartenir qu a 
la ligne droite' JE , menée par le point A, origine 
des coordonnées. 


Le rapport — , ou le coefficient a , dépend de l’angle 
X B 

que fait la droite AE avec Taxe des abscisses AB \ mais 
dans le triangle APM , que je suppose rectangle en 
p y le rapport de PM à AP est égal à la tangente de 
l’angle P AM (3o) : a représente donc fe tangente de 
cet angle. 

En considérant l’équation y = ax -f- b , on voit que 
la nouvelle ordonnée^ ne diffère de la prem ) ère , y ax, 
qu’en ce qu’elle la surpasse de la quantité b ; d’où il suit 
que si on prend AD = b, et qu’on mène la ligne DF pa- 
rallèle à AE, elle sera le lieu de l’ équation y=ax~]~b, 
puisqu'on aura 

PN =r PM -f MN = PM +AD, 

P' N' = P'M' + M'N' = P'M' -f AD, etc. 

et il faut bien remaquer que le coefficient a restera le 
même pour toutes les droites parallèles à AE. 

Il est aisé devoir que rien , dans l’équationy=a:r-f-£, 
ne limite les valeurs que l’on peut donber à x , et que par 
conséquent celles de deviendront aussi grandes qu’on 
voudra ; mais en même temps , rien ne bornant le cours 
de la ligne DF dans l’espace indéfini BAC , on trouvera 
toujours deS abscisses et des ordonnées assez grandes 
pour représenter les valeurs de^ et de x , qui satisferont 
à l’équation proposée. 

Faisant x = o, on aura y— b, et cette valeur ap- 
partiendra au point D , où la droite DF rencontre 1 axe 
AC des ordonnées. Lorsque x sera négatif , on trouvera 
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y x= — ax b , 

et ax étant moindre que b, y sera encore positif, mais 
moindre que b ou AD. Le cours de la ligne DF 
montre que cette circonstance ne peut avoir lieu que 
dans la partie DF* , correspondante à des abscisses Ap, 
situées du côté opposé aux abscisses AP , que j’avais 
choisies pour représenter les valeurs positives de i; 
c’est donc de ce côté qu’il faut prendre les valeurs né- 
gatives de x. 

Pour trouver la valeur de x, qui répond au point/ - où la 
ligne DF rencontre l’axe AB dès abscisses, il faut faire 
y — o , ce qui donne 

ax -)- b — o , et x = — - == Af 

Lorsque x , restant toujours négatif, sera devenu plus 

grand que la quantité - , y lui-même deviendra négatif ; 

mais au-delà du point/) la ligne DF se trouve au-dessous 
de la ligne AB ; l’ordonnée p n' tombera donc d’un côté 
opposé à celui où elle était située’d’abord , et par consé- 
quent les valeurs négatives de y doivent se porter d’un 
côté de la ligne AB, opposé à celui qu’on a adopté pour 
les valeurs positives. 

Ces remarques , qui confirment ce qui a été dit dans 
le n° 7S, ne sont pas particulières à la ligne droite. On 
ne saurait y faire trop d'attention ; car c’est de l'usage 
■des quantités négatives dans les figures, que dépendent 
.en grande partie , les diverses formes qu’affectent les 
lignes courbes. 

L’équation_y=ax-f-è ne renfermant que deux cons- 
tantes ,aetb, dont la valeur particularise la droite qu’on 
considère , en la distinguant de toute autre , il s’ensuit 
que deux conditions suffisent pour déterminer cette 
droite. Celles qui s’offrent les premières , sont de l'a^su- 
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jétir à passer par deux points donnés , ou bien à être pa- 
rallèle ou perpendiculaire à une autre droite donnée, et 
à passer en outre par un point donné. On aura besoin 
dans la suite de connaître la forme que prend liquation 
_y=ax-f- b , pour satisfaire à ces diverses conditions; 
c’est pourquoi je vais les examiner chacune en par- 
ticulier. • . , 

88. Si on cherche l’équation de la ligne - droite qui 
passe par deux points, dont les abscisses soient* et «t , 
et les ordonnées fi et fi' , on mettra successivement * et * 
À la place de x, fi et fi', à celle de^ , et on aura , pour 
déterminer a et b t les deux équation* 


fi z=act -f -b i ' Va — 

, .> dont on tirera J 

fi'z=a<t'+b) = 

et il en résultera 

fi’ — fi '"t'Ur-tfi' 

y — — “ > 

J et — a. <t — « 


fi'— fi 


et — et 
tt'fi — 

<t ! — * 1 


pour l’équation de la droite cherchée. 

On peu,t donner à ce résultat une forme plus simple ; 
car si on retranche de l’équation y—ax+b, l’une des 
deux équations ci-dessus, la première, par exemple, 
b disparaîtra, et il viendra , . 

y — fi = a (x — «) ; - 

celte dernière équation sera celle d’une droite assujetie 
à passer par le point dont les coordonnées sont «et fi, et 
faisant d'ailleurs avec l’axe AB un angle quelconque : en 
y mettant, au lieu de a, la valeur trouvée précedem- 
ment, on aura 

La distance des points proposés , ou la partie qu iU 


; 
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intêrceptent sur la droite cherchée, aura pour expres- 
sion 

\/(*! — «O'+GS'— P)*: 

cela se voit évidemment , en supposant que N et N' re- 
prosentent ces points ; car leur distance iViV' étant l’hy- 
poténuse du triangle rectangle NRN', il s’ensuit que 

5 w‘= ÂR + ÎVR — ( AP ' — APy + {P’ K' — PAO 4 . 

89. Pour obtenir l’équation de la ligne droite qui pas- 
serait par le point dont les coordonnées sont et et fi, et 
qui serait parallèle à 4 a ligne représentée par l’équation 
y—ax-j- b', il suffira de substituer d au lieu de a dans f 
l’équation y — @=a(x — u) , qui satisfait déjà à la pre- 
mière.condition , puisque, d'après le n° 87, le coefficient 

de x est le même dans les équations des lignes droites 
parallèles entre elles ; on aura donc pour celle qu’on 
cherche 

y — 0=sa'(x — <t). 

90. Enfin, si AE et Aï ,jig. 38 , sont deux droites rig 
perpendiculaires entre elles, passant par l’origine A, 

et que sur l’abscisse AP , on élève les ordonnées PM 
et PM' , on trouve, en comparant les triangles APM 
et APM', que le rapport de AP à PM est inverse du 
rapport de APk PM' ; ensorte que si a est le coefficient 
de x dans 1 équation de .AE (87) , ce coefficient sera 

- dans celle de AI. Mais les ordonnées de cette der- 

•nière , tombant au-dessous de AB doivent , par le n°yS, 
être affectées du signe — : les équations des droites 
■ AE et AI seront donc 

y = (*)• 


(*) On -parvient ausai à cSrrrsHir.it sans s’appuyer snr le n« 76; 
car l’inclinaison do deu* droites AM et AM', Jig. 3 ÿ, passant 
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Considérant ensuite les droites -DF et GH, respecti- 
vement parallèles aux droites AE et AI , et par con- 
séquent perpendiculaires entre elles, on trouvera pour- 
leurs équations 

y = ax+b et y = — ^ x-f- b' (n # précéd.). 

Si la seconde doit passer par un point dont les ceor- 
données soient a. et / 3 , son équation deviendra 

y-t * = -“(*-«). 

91. Deux lignes qui se coupent ont à leur point 


par l’origine, déterminé la forme du triangle compris entre le» 
points M et HP, correspondsns h la même abscisse AP, et l’ori- 
gine A , triangle dont les côté» (ont facile» à calculer, par les équa- 
tions de ccs droites , que je suppose 

y = ax, jr = a! x. 

! En effet, si AP —x , on a PM — ax , PM 3= a'x , 

MM — PM—PM=xax~a’x-, 
les triangles rectangles APM, APM, donnent 

AM 1 — AP^ ■¥ PM '= x» -+- a'x' , 

AM*— AP*-t- PM' = x* 4- a'*x* ; 
et qnand ces droites deviennent perpendiculaires entre elles , 1e 
triangle MAM' devient rectangle en A ; MM', qui en est alors 
l'hypoténuse , doit satisfaire ù. l'équation 

aa/= âm.-¥ âm x , 

que les valeurs ci-dessus changent en 

(ax — a'x)' ix' ■+• a'x' -+■ af'x *. 

Développée, réduite et divisée par ax’ , elle revient à — aa~l , 

d’où l’on conclut a'= — -, comme ci-dessus. 
a 

Il est bon d’observer que le signe — indique ici le changement 
que doit subit la figure, quand l’angle MAM’ devient droit, cir- 
constance qui ne permet plus que les deux lignes AM et AM' 
•oientdu invmecAti de l’axe AB, ainsi qu’on l’avait supposé d’abordj 
l’algèbre' 'opère donc sur la situation de ces lignes un redressement 
analogue h celui qui a lieu par legftol tuions négatives , dans le» 
questions numériques. (Voyez les Elément d' Algèbre.) 

d’iûtersection 
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d intersection les mêmes coordonnées j ensorte que pour 
trouver celles du point de rencontre "des deux droite* 
données par les équations 

y^àx.+ b, 
y = ax+ b', 

il n’y a qu’à supposer que les inconnues x et y ont la 
même valeur dans l'une et dans l'autre équation : on 
aura ainsi . * 

ax -f b = dx -h b K 

ce qui donnera 

b — b' db — ab' 

x — —' et y=x — ; . 

On voit par ces valeurs que le point de concours est 
d’autant plus éloigné des axes AB et ÀC , que la quantité 
a — a est plus petite, etqu’enfin xetyr deviennent infinis, 
lorsque a' = a, c’est-à-dire lorsque les droites proposées 
cessent de se rencontrer , ou soht parallèles. 1 

92. II peut être utile de connaître la longueur de la 
perpendiculaire abai^see d’un point donné sur uh'e ligne 
donnée i et on y parviendra en cherchant les" différences 
entre les coordonnées' de ce point et celles du point où 
la droite donnée rencontre la liane Oui lui est 
diculaire. 

L’équation de la première étant 
■y = ax + b, 
celle de. la seconde sera 


renconyela ligne qui lui est perpené 

13 “ Y - 3U& / 

k 

133 :acb wrv 

*»• ■ -• ' 


1 • 


MVf +tl«' 


u «fi f ry* 0 


0 . 

si a et £ désignent les.coordonnées du point donné; mais 
on peut mettre l’équation y i ax -f- b sous la forme 

y — fl = ax-f-b— fi-*aa-j-ax, ■ 

qui revient à * /!i - .. j. 

y — @ = a (x a) -j- b •— 0 -f- ax , 

Trigonométrie. | J 
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et , jointe à y — R = — ^ (x — et) , elle donnera 


a(R — a* — b ) „ 

*— = ,4-r - - y-* 


R — eut — b 
1 -f-a* 


Substituant ce* valeurs dans l’expression 


✓(*--)• + — ( 88 ) , 

on aura , pour la longueur de la perpendiculaire cher- 
chée , • 

R — a et — b 


g 3 . C» qui précède Conduit à l'expression du sinus , 
du cosinus et de la tangente de l’angle que forment* 
entre elles deux droites données. Soient 


y=sax + b, y=za'x + b', 

les équations des deux droites proposées ; il est évident 
que l’angle qu’elles font entre elles ne changerait point 
si on les faisait mouvoir toutes deux parallèlement à 
elles-mêmes, jusqu’à ce qu'elles passassent par l’origine 
des ceordojpnéesj et alors leurs équations se réduiraient à 


y — ax, y — dx{ 87). 

C’est dans cet état que je les considérerai et je le* 
Fig. 40. représenterai par les lignes AM et AM' , fig. 4 o. 
Ayant pris sur l’une d’elles un point M' , dont les 
coordonnées soient désignées par a. et R, la perpen- 
diculaire MM' abaisséf.de ce point sur l’autre ligna 


AM, sera exprimée par - 4 ===, à cause de Z> = o, 

Vi+<? 

(9a) ; mais si l'on fait AM' =;r, les coordonnées du 
point A étant nulles , on aura 


j. 
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et parce que le point M' est sur la ligne AM' , dont 
lequation est y = dx, il s’ensuivra (Z == a*. Cette 
équation combinée ayec îa précédente, donnera 


JB = 


a r 


substituant ces valeurs dans celles de la perpendiculaire 
on trouvera 

• r{a' — a) 

l/i-f-a* [/ 1 -f o'“ * 

et si l’on donne à la perpendiculaire MÆT le nom de 
sinus, qu’on lui a assigné dans la trigonométrie, oa 

aura 

sin MAM = r(a ~ a ) 

lA+a* \Zi+d*‘ 

en prenant r pour rayon. 

Si on retra nche de r» le quarré de cette expression , oa 

aura celle de AM , ou du quarré du cosinus de l’anelo 
MAM' , savoir : 

(cos MAM’Yzaz 

r^O-f-a») (i-fa /l ) — r*(a — a)» r*(i-f-2ad-}-a*d‘) 

( i +û‘) ( « +<**) ~ ( i -f a“)(! -fa'*)" * 

e 

et prenant la racine quarrée , il viendra • 

cos MAM' — — r (•+<*<*') . 

l/(i +û‘) (i+a 7 *)'* 

enfin, faisant r = i , on tirera de ces deux expressions, 

tang MAM' = — a 

cot MAM' \+ad' 

J’aurais pu déduire immédiatement cette dernière 
Valeur de la formule 

I a 
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ta ns( p±:ç) = t ^ - *S an W , 

• r ijrtangptangq 

rapportée dans le tableau de la page 3o, puisque l’angle 
MAM' est la différence des angles B AM' et B AM, et 
que par conséquent , si l'on désigne ces derniers par p 
et q , on aura 

tangp=a, tangq = c, et tang 


comme ci-Cessus ; mais cette formule repose sur celles 
du numéro 1 1 , obtenues par le moyen d’une construc- 
tion, et je me suis proposé de tirer des seules équation* 
des lignes , tout ce qui est nécessaire pour i’applicatioa 
de l’algèbre à la géométrie. • i, . . 


♦ 


g4- L’équation du cercle obtenue dans le n° 83, n’est 
que particulière , parce qu’on a donné au centre une 
situation déterminée , en le mettant à l’origine des coor- 
données.»Pour généraliser l'équation de cette courbe , 
fig. 36 . il faudra avoir l’équation du cercle DED'E! ,Jig. 36 , 
en prenant pour origine des coordonnées le point A", 
placé d’une manière quelconque par rapport au centre A\ 
et pour cela , il suffirait d’écrire analytiquement que la 
distance de ce centre à chacun des points de la circon- 
férence, est égale à r. Or si l’on désigne par p , q, les 
îignes A" A' et A' A , qui seront alors les coordonnées du 
centre A, par rapport aux axes A" B! et A7C , et que l’on 
fasse jfQ = x, QM=y, on aura ( 88 ) 


AM = r = l/ ( x—py -f- (y .— •<?)% ; . 

d’où on tirera, en quarrant les deux membres et en .dé- 
veloppant, 

x* — a px -J- /r* — nqy -f- q* = r*. 

Cette dernière équation est la plus générale que l’d?k 
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puisse obtenir pour le cercle, en le rapportant à des coor- 
données rectangles: elle ne peut être particularisée que 
par la détermination des trois quantités constantes p , q 
et r, dont les deux premières fixent la position du centre, 
et la troisième représente le rayon. Il suit de là qu’il faut 
trois conditions pour déterminer la position et la gran- 
deur d’un cerele ; et c’est aussi ce qu’on a vu dans les 
Elémens de Géométrie. 

Si on voulait déterminer le cercle qui passe par trois 
points dont les coordonnées soient 

et et /?, et! et |8', et * et /S", 

on mettrait et, et, et" à la place de a:, et $, fc' , Q" à 

eelle'de y ; on formerait ainsi les trois équations 

• 

a* — ap* + p‘ -(■ 1 3» — a q& -f < 7 * = r*, 

et'* — a pet' -f- p* -f- /S'* — a«pS' -f q % = i*, 

et"*— apet'-f p* -f- /S" 1 — a<?/2"+ ç* = r*, 

qui ne renferment cjue troisinconnues, savoir , p, q et r. 

Si on retranche successivement la première de la 
deuxième et de la troisième , on aura , en effaçant les 
termes qui se détruisent , 

2{(*—x >+(£— £' )<?}-(*>—*'») — (/S*— iS'*) =o , 

•a ( O-OP-K0- H")q )_(^_ a "*)— (^- h5"*)=o ; 

ces deux équations ne contenant p et q qu’dVi premier 
degré, font voir que le centre du cercle demandé ne 
peut avoir . qu’une seule*position ; et quant au rayon , 
.comme «on a immédiatement 

r = V 2p«t -f-p* -f- £* — 2q/3 -f- q * , 

• il n’est susceptible que d’une seule grandeur : on ne 
. peut donc faire passer par trois points qu’un seul cercle. 

I.es résultats de la résolution des équations ci- 


*'* 

* 
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dessus étant inutiles pour ce qui doit suivre, je ne l’a- 
chèverai point , mais je ferai remarquer qu’elle pour- 
rait s’abréger .par l'effet de la symétrie de ces équations, 
qui mènerait aisément à la construction donnée dans 
les Élemens de Géométrie. 

g 5 . L’équation générale du cercle v 

x* — apx -f- p* -f- y' — s qy -f- q* — r* 

se simplifie de plusieurs manières, qui méritent d’être 
remarquées , parce que les formes qu’elle prend alors 
sont employées fréquemment dans l’analyse. 

Si l’on y fait p=o, on retombe surx*-f-y*=r*. 

Pour placer l’origine des coordonnées sur la circonfé- 
rence du cercle, il suffit de faire p 3 -j-g* = r*, puisque 
V' P * +q\ exprimant alors la distancedu centre àl’ori- 
gine , il s’ensuit que cette distance est égale au rayon : 
l’équation du ceroie se réduit dans ce cas , à» cause de 
celle qu’on vient de poser, à , 

x* — apx +y* — -aqy = o. 

Enfin si, pour plus de simplicité, on prenait l’ori- 
gineà l’extrémité D' du diamètre, lecentrese trouvant 
alors sur l’axe des abscisses , son ordonnée deviendrait 
nulle, son abscisse p serait égale au rayon r,_et l’équa- 
tion ci-dessus se changerait en 

x* — arx = o. 

Cette dernière et la première, x 1 -f-y*=7 A , sont celle» 
des équations du cercle dont on fait le plus fréquent 
usage. 

96. Ce qui précède étant bien compris, toutes les* 
questions que l’on peut proposer sur la ligne droite et . 
sur le cercle, se ramènent facilement à l’algjèbre, sans 
qu’il soit besoin de recourir à d’autres propriétés des 
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figures, qu’à la relation qui existe entre les trois côtés ri’ un 
triangle rectartgle (* *>. Soit , pour premier exemple , 
cette question : # 

Deux lignes droites , AE et DE, fig. 4 1 i étant don- Fî|. 
nées par les angles qu'elles font avec une troisième AB, et 
par la partie AD quelles interceptent sur cette troisième , 
trouver sur une ligne AC, perpendiculaire à AB, un 
point G , par lequel, menant une droite GK , parallèle à 
AB, la partie H K, comprise entre AÎ£ et DE soit d’une 
grandeur donnée. 

Pour former les équations des droites AE et ED, je 
nomme a et a' les tangentes des angles EAD , EDA , 
qu’elles font respectivement avec la droite AB ; je 
prends celle-ci pour l’axe des abscisses dont je place 
l’origine au point A , ainsi que celle des ordonnées 
y que je conçois parallèles à AC ; et je fais AD — *. 

La première droite aura pour équation y-=.ax , puis- 
qu’elle passe par le point A \ la seconde devant passer 
par le point D, pour lequel on a 

y — o (85) et x = et , 

sera 

y — — d (r — *) , 

en observant que y diminue tandis que x augmente, et 
que par conséquent a' doit être pris négativement ï oa 
aura donc ces deux équations : 

y — ax, y = — d(x — <t). 

» 1 - ‘ ■ 1 

(*) Dans les notes qu’il a placées à la suitç de ses Elémens d» 
Géométrie, M. Legendre déduit cette relation des premières consf- 
quences de la superposition des triangles égaux , par un moyen très* 
élégant ; mais les considérations qu’il emploie pour cela sont malheu- • 

reusement trop abstraites pour pouvoir servir de base à uu livre élé- 
mentaire , et porter dans l’esprit cette conviction intime qui résnlt« 
des notions reçues immédiatement par les sens. 
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>l36. APPLICATION DE L’ALGÈBRE 
i Po«r obtenir les points H et-K , où les-droitjesqu’elfe* 
représentent rencontrent Ja ligne GA', parallèle à AB , 
il suflit d’y faire y = AG ^ si donc on pose AG— ( , 

. opaura , ( , r -, 

* . : i a • „ tz=ax, t = — a'(x — «): _ 

prenant la valeur de x dans chacune de çes équations , 
il viendra 1 \ . 


x *= - 
a 


aa' — t 


Ces expression» sont celles de* abscisses Ah etAk , dont 
la différence donne hk=UK , à cause des parallèles ; 
« et désignant par m la grandeur que doit avoir UK , on 
\Tonvera ' ■■ ■■■. ■■ - • ...... 

? i i> aa' — t t 

71 b / “ — e 


d'où l’on tirera 


•J'j-.rC*, J.:v. r. 

et par conséquent 


aa'm — <tna' -—ta — ta', 


•(a — m)aV 


« - I V * 

a -f- a 

Telle est la valeur de AG , qui satisfait à la question 
i proposée. „ .. . .... . c:iJt ; ur/ 7 ., ( | , 

:: *57. de suppose qù’ïrti liéü de donner à la ligne UK 
une grandeur connue , on demande qu’elle<6oit égale à la 
ligne y#G, ee quireyientà inscrire un quarré, dans un trian- 
gle (66). Dans ce cas, au lieu d’égaîeràm l’ expression de 
UK , il faudra l’égaler âT/'ceqiu donnera 

- •< . ' i/ »! i f-‘ ••>■.;« • <’ m:..» r.i-r-M 

ag -r.t ... . t , v i , .O.,,,. , 

‘ V lM * ! . •'•!»» ■ «?• i* » fl 1 '■* ; ■« 

' d‘pu Ton dédurrâ ;,!|, “ ’? l,u: * •• 

•' *• I » u mIJ ».» uti'ü i!nV0iin j*t«. .■ . -i* ■■ j 

•I”'J ■ il. p WJ . J -iy.MB-a ■ 


« + P j 
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* 98 . Soit encore le problème suivant, déjà résolu, 
aun° 78 : D'unpoint E,Gg. 33, placé çommaon voudra, Fig. 31 
mener une droite de manière que la partie D'F' de cette 
droite, in terceptée Shtre deux lignes qui forment entre elles 
un angle droit BAC , soit dune grandeur donnée. 

Si a. et /3 désignent les coordonnées du point dçnné E , 
y — jS=— a(x— tt) sera l’équation de la droite EL/ , 
menée par ce point. Pour obtenir la longueur de D'F’ , il 
suffit de déterminer AD' et AF", c'est-à-dire la valeur 
^le y lorsque x == o , et celle de x lorsqueyr=o, hy- 
pothèses qui fournissent les équations 

y—$ — a* t — £=*— e(x -»■<*) , 

desquelles on tire 

y=g + a*=AD', x = = AF*-, 

et comme F'D' = V AD'* + AF* , il en résulte 
F'D'= \/ (H+*ay+ ±(0+ «w0»=^, \/r+a* : 


m A 


posant F'D' = m , et élevant au quarré pour faire dis- 
paraître le radical , il vient 

. = (*±s_‘)w,, 

Cette équation étant développée et ordonnée par 
rapport à Illettré a, se changer <t en 

, , ag , , m* , a/2 ' \ j8» 

a* H a 3 rû*-j a -f- — = o , 

et monte , comme on voit, au quatrième degré ; mais si 
l’on fait # =p a , c’est-à-dire , si l’on prend le point E à 
égale distance des deux axes AC et AB, elle devient 

' 3’. 2à ’— TO * , i ; 

P 4 -f- 20 3 -f - — o* aa + 1 3= 0, 


è 
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et rentre dans l’équation (3) du n' 78 , lorsqu’on change 
a en z et « en a. 


* 


99 . Je fais maintenant l'applicatio» des formules que 
j’ai trouvées pour la ligne droite , à la recherche des 
principales propriétés du triangle. Je prends à cet effet 
Fig. 4>- deux points JW et M',Jig. 4 a , formant , avec l’origine A , 
un triangle quelconque; je désigne les coordonnées du 

premier point par <e , j 8 , 

celles du second par. fi' : 
les distances^!/, AM', MM' , qui formentles côtés deçà 
triangle, seront, d'après le numéro 88 , exprimées res- 
pectivement par * 

V* % +fi\ ^ {/(*'— *y + en'— fiy. 


Si l’on fait AM~ c , AM — c, MM — c", on aura 
ces équations : 


V == a* + fi\ 

c' % — ** + 

e"*= <t ,% — a*'* + + P* — aPfi + P, 


et si on retranche la dernière de la somme des deux pre- 
mières, il viendra ^ 

— c**=a(<t* , +A3'), . 


d’où 




4 .</»— g »»» 

* a 


Les équations des lignes AM et AM seront 
fi 'fi' V 

y — -* , y lX w) ' 

t 

le cosinus de l’angle qu’ elles forment entre elles anra 
pour expression (g3). 
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En faisant le rayon r= i , comme ‘celui des tables des 
sinus , et substituant à .la place des quantités -f- /S*, 

«,'* + iS" , eut' - f- leurswvaleur» c*, c'*, ^ — — : , 

il viendra 


cos MAM = 




équation qui donne une relation entre les trois côtés du 
triangle MAM* et Pun du ses angles. Si l’en fait atten- 
tion que l’angle MAM' est opposé au côté MM' —c", 
onsera convaincu qu’on doit ayoir pourlesangles AMM' , 
AM'M, respectivement opposés aux côtés AM' = d , 
AM—c, les équations 


c* 

cos AMM' = - v 

c'*~L c'*— c* 

• cos AMM' = . -- ±-, „ . 

3C C 


En désignant donc* par y ", y', y, les angles MAM', 
AMM' , AMM, on obtiendra les trois équations sui- 
vantes : 

c* -J- c'*-— acc' cos y— c ** 1 

c* -f- c"* — acc* cos ”> ,== c ' % / (A). 

c'“-f- c* a — ac' c*cûg y = c* J 

Sil’on ajoute ensemble la première et la seconde de ce* 
équations , puis te première et la troisième , puis la se- 
conde et la troisième, on obtiendra trois résultats qui 
deviendront respectivement divisibles par ac, ad, a c", 
lorsqu’on aura effacé les termes communs aux deux 
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l/fo APPLICATION DE- L 'ALGÈBRE 
membres de chacun, et qui donneront ainsi 
» — c'cos y " — c'cos y'— o 
c' — c cos y " — c "cos y~o 
c” — ccos y' — c'cosy=z o 

Tl est bon d’observer que ces équations s’obtiennent 
immédiatement en abaissant succesyvement de chaque 
angle du triangle , une perpendiculaire sur le côté op- 
posé , et en calculant les s^jmens de ce côté. 

Fig. 16. On a dans la figure 16 

BD^zABco&B, CDz=. ACcosC , 

BC= BD + CD= AB cosB + AC cos C. 

faisant BC = c, AB=c AC±=c", et conservant 
les dénominations-dés angles, il viendra* 

c=c' cosy" + c"cosy' ou c— c'cos y" — c" cosy'—o. 

On parviendrait de même aux deux autres équations (B). 

1 oo. Quoique ces équations soient au nombre de trois, 

• elles ne peuvent cependant faire connaître les côtés lors- 

J [ue les trois angles sont donnés ; car si on cherchait 
es valeurs dec, c', c", au moyen des expressions géné- 
rales des inconnues , déterminées par trois équations du 
premier degré , on trouverait o, «cause que le terme 
connu manque. Mais ces mêmes équations se changent 
en 

1 — p cos y" — q cos y' — o 
p ,-t- ’• cos y" — q cos y ~ Q 
q — cos y' — p cos y = o , 

c' c » 

lorsqu’on fait — —p, — — qj elles donnant alors le 

rapport des côtés du triangle proposé , et il reste dé plus 
une équation de condition , qu’on obtient en éliminant 
p et q. Cette équation est 
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* '• » V" * , 

1 — cos 5/" — cos 3/*— «cos 5, 1 — acos j/'cosj/ cos ^ = 0; 

. et son premier membre est précisément le dénominateur; 
commun des valeurs des inconnues c , 0' , c", déduites 
des expressions générales citées plus haut. En égalant 
cette quantité à zéro, les valeurs des côtés c, c', c", 
deviennent et les côtés demeurent par conséquent in- 
déterminés, comme le prouve la transformation opérée 
sur les équations (B). 

L’équation de condition que l’on vient d’indiquer 
renferme la relation que doivent avoir entre eux les 
trois angles y , y' et y" , pour que leur somme soit 
égale à deux droits, ainsi que l’exige la nature du trian- 
gle rectiligne. Pour s’en assurer, il faut, à l’aide des 
valeurs de Sin(p dzq) , cos(p ± q) (il)» développer 
l’équation cos(a* — y"—y') = cc*y: on trouvera 
d’abord • • * ■ * 

— cos (y" -f y') = cos y , 

en observant que sin2 ? = c, et que cos 2? == — 1 ; puis 
il viendra 

— cos V cos 3/ -f- sin 5/ sin y = cos y, 
d’où * . 

cos^ cos y" cosy' = sin y" sin y', 1 - 

(cosj<-J-cosy'cos^'') :1 =siny' , siny a =( 1 -cosy"') ( i -cos)/ 1 ) j 

et après les réductions 1 on retombera sur l’équation 
ci-dessus. v 

Il est à propos de remarquer cjue les. équation s (A) 
sont , par rapport aux triangles rectilignes , ce que les 
équations (B) 'du numéro 47 sont à l’égard des triangles 
sphériques , et. conduiraient , par de simples transforma- 
tions ,. aux formules de la résolution des prenne»* 
triangles. 

! 101 . Pour avoir l’aire du triangle MAM fis). 4 a , il F>g- 4 »> 
faudra ( du point A , abaisser une perpendiculaire AD 


ooqIc 


l4a APPLICATION DI L’ALGÈBRE 
sur le côté MM' qui , passan^par les poiats M et 
M', dont le* coordonnées sont respectivement * et Æ , 
« et (?, a pour éqeation (88) 


•u 


y — t=—, — 

J • et — et 

v— s . sn-p* 

v = — x H ; . 

J et — • , et —et 


En comparant cette dernière équation avec la formule 
y =z ax + b , on trouvera 



mais en observant que dans le numéro qa les lettre* 
et et ^ désignent le* coordonnées du point d'où paft la 
perpendiculaire, coordonnées qui sont nulle* dans le cas 
actuel, puisque ce point est l’origine , l’expression de la 
perpendiculaire se réduit à 


— b 




l/i +<? t/V— «)■ + (*— *)*' 

et mettant c" au lieu de (/ (et' — a) 1 -f- (j3'— jî)* , il 
viendra 


«tS 7 — CL â 

AD = - — ït— 


Avec cette valeur, on aura pour l’aire du triangle MAM', 


MM' XAD 

= 5 = , 


expression bien remarquable , en ce qu’elle donne l’aire 
de tous les triangles qui ont leur sommet au pointé, au 
moyen des coordonnées des sommets des angles adjacen* 
à leur base. 

On peut la changer en une autre qui ne dépende que 
des côtés. Pour cela , il faut multiplier entre elles le* 


c 
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deux équations 

<t*4-j 8» = c*, *'• 

•t retrancher du produit le quàrré de 


i43 


*'* + Æ'* = 




_ c* + (/“■— 


» 

• ; il viendra 


a*#'* + *"j8* — a mW = cV*— ; 

prenant les racines quarrées , et réduisant tous les termes 
du second membre au même dénominateur, on trouvera 

( — *■'$ ~jV' 4 c “c'* — ( c“ 4- c* — - c"* )» , 

et l’aire du triangle MAM' aura pour expression 

\ V/4cV*— (c* -t- c'» — c"»)*, 
dontle développement s’accorde avec le résultat du n°64. 

toa. Si l’on conçoit maintenant un quatrième point 
M" , dont les coordonnées soient et que l’on 

représente par d, A, d", les distances AM", MM", 
M r M“ , on aura 


l + ff* 


= d* 


4 - (F 

En développant ces équations , et substituant dans les 
deux dernières, à la place des quantités a* -f- ( 3 % 

leurs valeurs c*, c'» et d*, on obtiendra 
• c'-f-d* — a + ) = <(?* 

c'* 4- d* — a («'a* 4- /ST) = d** ; 
si , pour abréger , on fait 


d?* 


= 4 . 


l 4-d* — 


=■*.» 


a 

«n aura 

d,= M " + er, ; dj=Jtrftrr. 

Prenant dans ces équations 1* valeur de »’ et celle de f. 
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qui sont 
et! 


edr-ed. 


ne * J d, dd, 

P^-77- 


mg — St ’ 

' . * ’■* ■) 

pour les mettre dans et"*- en ayant égard aux 
équations a.*-f»|S* = c*, <t'“-f-/S'*r= c'*, on trouvera 

2 ^d a («et'-f/3iS')= < i*(ed3 , - < e'^*CÇ). 

Remplaçant ensuite les quantités*»' -f- tt' et <tg — St , 
par leurs valeurs ; - (!J 'q 

— t- , i \/ 4c*c'*— (ç“ -f- 1 '“' — c"*)*. 


obtenues ci-dessus , et remettant 


'J-s I U • 


C* + (P — d' % 


d* 


<r» 


a . -a 

pour d t ,d n , cette équation ne renfermera plus que les 
six distances • -t - 

« AM , AM', MM', AM", MM", M'M’,'-,, T 
qui forment les quatre côtés et les deux diagonales du 
quadrilatère AMM'M". Quand les quatre côtés de ce 
quadrilatère et l’une de ses diagonales seront connus, 
on pourra trouver l’autre diagonale; j 

io3. Si l’on voulait déterminer le point M" parles 
conditions que les trois distances AM" , MM", M*M* 
fussent égales , ce point serait alors le centre du cercle 
circonscrit au triangle proposé , et l’on aurait • 

* d = d'=dr, 

ce qui donnerait q . .* 

c* <•'» 


• a 


l’équation (C) deviendrait 

cV^-fc'*^— flc*c'*(**'-f/?3') =4d‘(«P— * '/?)* 
et se réduirait à 

cV*c***= iGd'S*,- 


en 
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en mettant pour a.a! +/?$' sa valeur, et en observant 

que si on désigne par S la smface du triangle AMM.'. 

, , s 

égalé a - (îot), on aura 


On tire de là 


(*£' _ a'fiT = 4S\ 


d = 


45 


expression très-simj51e du rayon du cercle circonscrit au 

O t r> 


çSi /a 

triangle proposé ; et en écrivant — et — au lieu de d 

sa • 

et d u , dans les valeurs de a." et de on a les coor- 
données du centre de ce cercle. 


104 . Il ne sera pas plus dilïicile de trouver les coor- 
données du centre du cercle inscrit, et le rayon de ce 
cercle. Dans ce cas, le point M" ,Jig. 43 , se trouve au- Fig. 43 ^ 
dedans du triangle, et dans une situation telle, que les 
perpendiculaires abaissées de ce point sur chacun des 
côtés AM , AM', MM', sont égales entre elles. Pour 
exprimer analytiquement cette circonstance, il suffit de 
former les équations des trois lignes ci-dessus , et d’en 
déduire , par la formule du numéro 88 , les longueurs 
des perpendiculaires menées du point M", dont les coor- 
données sont a" et Or ces équations sont respecti- 
vement 


|S 


y = -*, 


8’ 


y — -nX ( 87 ) , 


P- 


-8 , *' 8 — a.8' , nox 

7Z X + ( 88 ); 


les perpendiculaires abaissées sur chacune d’elles auront 
pour expression 

Trigonométrie. 


K 
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«/S" — a." a cl&’ — jp 

y/ÿT+I*‘ \Z*’> + 'h ’ 

(*'— *)F— ( £—£)«."+« P— «'a 
s/(cL'—*)' + {H'—£y 
et pourront s’écrire ainsi : 

ctÊ"— a"|3 «'(S " — et" F 

-ÿ - , 

C c 

_ r^iS'— *"£) — o"r — *'/n + o*?- *'£) 

- ? 

en mettant pour les radicaux leurs valeurs c, c' , c'. 

Si maintenant on se rappelle que la formule qui donne 
la perpendiculaire abaissée d’un point sur une ligne , a 
été obtenue par une extraction de racine quarree , et 
qu’elle est par conséquent susceptible d 'être prise positi- 
vement ou négativement, on en conclura que chacune 
des expressions ci-dessus a deux valeurs . Po ur n’empl oyer 
que celles qui sont positives, il faut observer que , d’après 
la figure, la ligne AM' s’écartant plus de l’axe des 
abscisses AB que la ligne AM , et le point M étant 
compris entre la première et la dernière , on doit avoir 

" - y ^ rt a." ^ a. J 

Ct et A Ct CC 

ou , ce qui est la même chose , 

«"£' > «'/S" , > *'& , *&" > ; 

d’où il suit que , pour donner une valeur positive , l’ex- 
pression de la seconde perpendiculaire doit être prise 
avec des signes contraires à ceux qu’elle a ci-dessus. 

De plus le point M" se trouvant au-dessous de la droite 
MM', dont l’équation est 

fî' — /3 a? fi — nff 

y : =7=z x + ~?^r t 

il faut que 


e . <e" 

~i ~nt 
et 
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K ' 




et — et 


ou que H" ^ ÇL u " i 

et — — a! 


et — ce! 


ce qui donne 

«/S" — *'£" < a." g _ sg _ ^ , 

ou bien ' * 

“• 5 " — «"£ + «T — a'/S" < __ a '£ > 

condition d’après laquelle l’expression de la troisième 
perpendiculaire est positive. 

Si d’après ces considérations, on fait 

a" — g g 




- («t^" - w ^ 


• = e% 


et que l’on ajoute les produits ec, eV, e "c", il viendra 
par les réductions, . nara 


» T s 1 




ec + ec -f- e"c" = afi' — a '/2. 

Cette équation est facile à vérifier, car les produits 
, e c , e c , expriment les aires des friandes JW'Ar 
AM-tt, MM-M-, muldpW» , 1 |"“®“ ■ «. 
a.re! est égalé à celle du triangle total AilM’ 
a désignée par S, et on a ’ q 


on 


t©7 


— a'/S = 25 (loi). 

Lorsque e = e' = e«, on obtient sur-le-champ 

a5 






5* 


'c + tT+ c" * 
et quand c=c' = c", il vient 


i-H'V ? 




e + e' + e" = — . 

C 


La première de ces expressions est celle du rayon du 

K. 3 


$ v .V, .... 

I 

.f. ■■ r fi ’ . 


•oK 


y: -g- ' •i'î'.-wJ'iît'- *.-4^3 

R> . 


,.i> 


rS* S."' 


.2 


V •' ; 




■f i;. 




h . . : ; / 

t« ' ’• ; . w - • 




1 
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cercle inscrit; et la seconde fait voir que si d'un point 
quelconque pris dans l’inièrieur d’un triangle cquv- 
latèral , on abaisse une perpendiculaire sur chacun des 
côtés de ce triangle , la somme de ces trois lignes sera 
c'o-a/e à sa hauteur , puisqu’en prenant le côté c pour 
base, et nommant h la hauteur, on a S = î ch , ce 
qui donne e -j- e' + e’ = h. 

On pourrait encore tirer un grand nombre de consé- 
quences de la théorie que je viens d’exposer; mais ce qui 
précède suffit pour cet ouvrage ; et j'observerai qu’il 
existe pour les polygones rectilignes quelconques des 
équations analogues' aux équations (A) et (B) du nu- 
méro 99 , qui s’obtiennent de la même manière , et qu« 
conduiraient aux propriétés de ces polygones, comme 
celles-ci mènent aux propriétés du triangle. M. Lagrange 
a donné , surles pyramides, un Mémoire auquel ceci peut 
servir de préliminaire, et qu’on étendrait aux polyèdres 
en faisant usage des formules rapportées dans le cin- 
quième chapitre du premier volume de mon Traité du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral (*)• 

j 0 5. La combinaison de l’équation delà circonférence 
du cercle avec celle de la ligne droite , conduit aux 
diverses propriétés qui résultent de la rencontre de ces 
lignes, et donne la solution de toutes les questions dans 
lesquelles l’inconnue ne passe pas le second degré. 

Soient — y — (2 = a(x — *) , ces deux 

équations ; les employer à la détermination de x et dey, 
ou les considérer comme renfermant les mêmes incon- 

e , c ’est supposer que les points auxquels appar- 


, r) Xoyci aussi la Polygonométrie de l'Huilier, sa Polyédro- 
. insérée dans le premier volume des Mémoires présentes 
Tr Institut, punies Aarahs étrangers ; la Géométrie de Posi- 
tion de Carnot, son Mémoire sur la relation qui existe entre 
le distances de cinq points quelconques pris dans l espace. 


J 
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Tiennent les coordonnées x,y, sont situés en même temps 
sur la circonférence du cercle et sur la ligne droite pro- 
posées , c’est-à-dire , sont les intersections de ces lignes : 
et en général , il est évident que pour trouver les points 
de rencontre de deux lignes quelconques, il suffit de 
supposer que leurs équations ne contiennent que les 
memes inconnues. 

En chassant d’abord y par le moyen de sa valeur 
prise dans la seconde équation, on trouvera 

x a -f- ( ax -f- (i — a<t) a == r*. 

Cette équation du second degré, étant développée , don- 
nera deux valeurs pour x , parce qu’en effet la ligna 
droite doit rencontrer en général le cercle en deux points ; 
mais on peut arriver à des résultats plus simples, en 
prenant pour inconnue la distancé du point dont les 
coordonnées sont a. et /S, à l’nn des points d’intersection 
de la droite et du cercle. Si l’on désigne cette distance 
par z, on aura (88), 

2 = *r+(.y — . 

d’où l’on tirera 

s a = (x— a.)' + — 

et mettant pour_y — & sa valeur-oÇr — «.), il viendra 
*\== (x — *) a (i -f- a 1 ), 
d’où l’on déduira 


V i + ’ 




V'i + a*’ 


ce qui donnera 


OC - — ; <£ — |— 


V I + G* ’ 


y — P + 


Y i -J- a* 

Substituant ces dernières valeurs dans l’équation 






i 


m 


m 


I 


* 
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4- y 1 — r* , on la changera en cette autre 




2etZ 


qui se réduit à 


+P 


afiaz 


a*zr 


4 

V'i + a % i+e ; 


=r\ 


2 ‘ 4 


afa-f-Æo) 

z + a 1 + iS 3 — r’ro, 


V/i 

*t qui fera d abord connaître a, et ensuite x ety , au 
moyen des expressions précédentes. 

Fig. 44- Il est visible que si le point E,fig. 44» est celui dont 
les coordonnées sont a, et fi, que MNM' et EM soient 
le cercle et la droite proposés, a exprimera la tangente 
de 1 angle EeD , et les deux valeurs de z appartiendront 
aux droites EM et EM'. 

1 oS. On sait, par la théorie des équations , que le der- 
nier terme est le produit de toutes les racines -, si donc 
on nomme z' et z" celles de l’équation ci-dessus, on aura 

zz" = «.' + fi> — T*, 

expression qui, ne dépendant point de la quantité a , 
demeurera la même, quelle que soit cette quantité , 
c’est-à-dire, quel que soit l'angle EeB dont elle est la 
tangente -, et comme z' et z" représentent les deux lignes 
EM et EM', il suit de là que le produit EM X EM', est 
le même pour toutes les lignes menées par le point E , 
ou, que si l’on tire une seconde sécante Em! , on aura 

EM X EM' — Em X Em' , 

d’où il résulte que les sécantes EM' et Em' sont réci- 
proquement proportionnelles à leurs parties extérieures 
EM et Em, ainsi qu’on le prouve dans les Élémens. 
Lorsque le point E est en dehors du cercle, on a 
«*+ /3 a > r“, 

puisque exprime le quarté de la distance du 
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point E au centre A ; mais quand ce point est intérieur 
au cercle, comme le montre la figure 45, z’ et z" 
sont de signes difFérens , parce que le dernier terme 
-f- /3 1 — r* devient négatif , à cause de a.* -J- /3* < r*. 
D’ailleurs le produit EM X EM demeure indépen- 
dant de l’inclinaison de la ligne MM', par rapport kAB\ 
et en menant par le point£ une seconde corde mm.' , on 
a encore 

EM X EM = Em X Em', 

d’où il résulte, comme on le prouve dans les Èlémens, 
que les cordes d’un même cercle se coupent en raison 
réciproque •, et l’on voit que ce théorème et le précédent 
n’en font, à proprement parler, qu’un seul, puisqu’ils 
se déduisent de la même équation. 

En tirant de l’équation 

z* z + *} + $*-- r» = o, ' 

_ y i-j- a* 

la valeur de z, on trouve 

2 , — (*+/3a)4-V / V(i +Q 3 ) — (72 — ««)* 

\Zi+a 2 

— ( a-f-fo) — V/^Çi+a 8 ) — (g— ««)* . 
l/7+tf 

telles sont les expressions des lignes EM et EM' . 

Elles peuvent être simpliGéès en changeant les coor- 
données, dé manière que les abscisses x et « soient 
prises sur la droite AE,Jig. 44, qui joint le point E 
avec le centre A du cercle proposé, en partant toujours 
de ce point, et que les ordonnées _y soient perpen- 
diculaires à cette droite : on aura alors 


Fi S . 45. 


'Il 


'•r"' 


Fig. 44. 
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@ — o, it — AE, 

— a. -f- v/r* ( i + a 1 ) — a a ct* 

s ~ Ï/7T^ ' 

?” — — a — C 1 4- a a ) — «*** . 

# 

l’équation au cercle ne changera point, mais celle de la 
droite EM deviendra 

y — a (x— - «). 

107. En supposant que le point E soit extérieur au 
cercle , on obtient 


mais il est visible que cette ligne diminue à mesure que 
la ligne EM , tournant autour du point E, tend à sortir 
du cercle, et que les points M et M'' finissent par coïn- 
cider en N , lorsque cette ligne n’a plus avec le cercle 
qu’un simple contact : à ce point, on a donc MM'—o t 
et par conséquent 

— a’a i* = o, 1 


r 



Voilà l’expression de la tangente trigonométrique 
de l’angle que doit faire avec la ligne AE , une ligne EN, 
menée par le point E , de manière à toucher le cercle - t 
et par conséquent la solution algébrique de ce pro- 
blème : Mener par un point pris hors du carde, une 
tangente à ce cercle. 

108. Les mêmes considérations serviront aussi à 
déterminer la tangente menée par un point pris sur la 


MM' =. EM’ — EM = 3V/r ° (l 

V/r+a* 
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circonférence du cercle ; et pour plus de généralité , 
je placerai ce point d’une manière quelconque. En 
désignant toujours par * et /3 ses coordonnées , on 
aura par l’équation du cercle , à laquelle ces quantité» 
doivent satisfaire , 

«.* -f- /3 4 = r* , 


ce qui réduira l’équation 
2 (at -f- ^a) 


*' + - 


— r*== o 


V/i+u 4 

, a(«t 4- £a) 

a o; 

V/i+a 4 

et dans cet état elle se décompose en 

, a(«4-/2a) 

* — O » g + . . 1 — o ; 

lA + a a 

«es deux racines seront donc 

a(at + gq) 


2,-0 


lA+o* 

et la différence de ces valeurs , ou la longueur de la 
partie de la sécante comprise dans le cercle , sera 

a (a. + gc) 

Pour que cette quantité s’évanouisse , il faudra qu’on ait 
a-î-Ha — o, 


ou 


et 

V 


résultat qui s’accorde avec ce qu’on démontre dans les 
Elémens; car la droite menée par le centre du cercle et 
par le point dont les coordonnées sont a et (3 , ou le 

rayon AN, aurait pour équation yz=.-x ( 87 ) ; l’équa- 


5 $ 


_ 
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tiony' — fi = a(x— *) devenant, par la valeur de a 

et 

trouvée ci-dessus, y — fi= — ^ (x — et) , représentera 

la droite perpendiculaire à ce rayon, et passant par la 
point dont les coordonnées sont et et fi, c’est-à-dire , par 
•on extrémité N (go). 

Si l’on voulait connaître la distance de l’origine A de» 
coordonnées , au point où la tangente NT rencontre 
l’axe des abscisses, il faudrait, dans l’équation de cette 
tangente, faire ^=0, ce qui donnerait 

eû -f | 3 2 r* 




et 


x = 


à cause de **-f / 3 2 = r 3 . 

103. On peut , par ce qui précède , résoudre la 
question suivante : Trouver la position que doit avoir Ut 
ligne EM , menée par le point donné E , pour que la 
partie MM' de cette ligne, comprise dans le cercle, soit 
d'une grandeur donnée m. Alin de parvenir à des 
expressions plus simples , je prendrai , comme à la 
fin du numéro 1 oS , la ligne AE pour axe des abscisses, et 
en égalant à m la différence des valeurs de a, obtenue* 
dans le numéro 107, j’aurai 

n^/riCi -f-a*) — aV 
m — — - — ' 


l/i-f-a* 

faisant disparaître les radicaux , il viendra 

m*(i -f a») = 4r*(i -f- a 1 ) — 4a 2 **; 
d’où je tirerai 

W— 


a = 


|/4**— 4r*-f m 2 
substituant cette valeur dans y — a (x — *), j’obtien- 
drai l’équation de la droite cherchée. 
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Ce n’est encore là que la solution analytique du 
problème qui m’occupe ; il faut maintenant construire 
l’expression ci-dessus. Pour y parvenir, on observera 
d’abord que le numérateur \/ — m‘ exprime le 
côté d’un triangle rectangle dont ar est l’hypoténuse , et 
m le troisième côté. On donnera ensuite au dénomina- 
teur 1 / 4 ** — 4>*+m* la forme V 4*^ — ( 4 ,J * — m% ) > 

équivalente à — CV^ 4 rJ — nt J ) 3 , et qui fait voir 

que ce dénominateur est aussi le côté d’un triangle rec- 
tangle ayant pour hypoténuse 2* , et pour troisième 
côté le radical [/ 4 r* — m% ou le numérateur dont je 
'Viens d’indiquer la construction. 

En désignant par q et par p les deux lignes qu’on 
obtiendra par ces opérations, j’ai 

„=ï, 

l’équation y = a (x — et) devient 

et il en résulte que si l’on prend sur AE , à partir du 
point E , une distance EF= p , et que par l’autre extré- 
mité de cette distance, on élève une perpendiculaire 
FG = q , la droite qui joindra l’extrémité de cette per- 
pendiculaire avec le point E , jouira de la propriété 
comprise dans l’énoncé de la question , puisque l’angle 

ci FG 

FEG aura pour tangente trigonométrique a = -= 

110. Il doit être évident, d’après ce qui précède, que 
les questions de géométrie peuvent être traitées par deux 
méthodes bien distinctes : l’une consiste à déterminer les 
équations de» lignes qui contiennent les points cherchés , 




- 
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en partant des propriétés de ces lignes; et 1 autre, à dé- 
duire immédiatement de la considération des triangles 
semblables et des triangles rectangles que présente la 
figure résultante du problème supposé résolu , en s ai- 
dant même de quelque construction préparatoire , les 
relations des droites qui déterminent la position de ces 
points. 

La première de ces méthodes, quelquefois plus élé- 
gante que la seconde, est toujours plus générale; mais 
la seconde est souvent plus simple; et cela doit être, 
puisque parcelle-ci on prend les choses de moins haut, 
et qu’on part de propriétés plus voisines de celles qu on 
cherche à découvrir (*). 

m. L’équation du premier degré n’a donné qu’une 
seule espèce de lignes, savoir la ligne droite ; l'équation 
du cercle s’est trouvée du second degré ; mais cette 
équation, obtenue dans le numéro <)4, sous la forme 
la plus générale , n’est encore qu un cas particulier de 
ce même degré , dont la formule est 

jy*+Bxy+ Cx*-)- Dy + Ex*=F (0 : 

il reste donc à découvrir les courbes qui repondent aux 
autres cas de cette formule. J’observerai d abord qu on 
peut, sans en diminuer la généralité , l’écrire ainsi : 




c 

A' 


D 


E 


F 

A ' 


(*) J’ai trace la marche fécondé et uniforme de la première de ce» 
méthodes dans la Préface de mon Traite du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral ; et les lecteurs qui voudront eu connaître plus 
particulièrement l’application , trouveront de quoi satisfaire leur goût 
dans la a* édition du Recueil des diverses propositions de géomé- 
trie , etc. publie' par M. Puissant, savant très- recommandable , 
maintenant attache au corps des Ingénieurs-Géographes. 


Digiti^ed by Googl 

•• • • fc". 



< 


U- . V ' , 

) 


m 


| i v 
SbvJÎ f ' 


A LA GÉOMÉTRIE. lfy 

et faisant pour abréger 

B C D j E F _ 

A~ » ^~ C> ^~ e * 

ii en résultera 

_y* -f- èxy -f- ex 1 + dy + ex =/". 

Le moyen qui s’olfre le premier pour déterminer les 
circonstances du cours des courbes cherchées, c’est 
d’examiner la marche des valeurs de l’ordonnée, par 
rapport à celles que l'on peut assigner aux abscisses, 
et pour cela , de résoudre l’équation ci-dessus , par rap- 
port à y. En opérant ainsi , on trouve 

y—— h(bx+d)±] i \/4(J— ex — cx*) + (ùx+d)\ 

Développant la quantité qui est sous le radical , et l'or- 
donnant par rapport à x , il viendra 

— (bx-\-d)±\/ Uf+d*)— a(ae— &rf)x-(4c-6»)x» 


4c — i’ = m, 


Faisant pour abréger 
4f+d i — p, ne — bd —il, 
on aura 

bx -f- d x l / p — a nx — mx* 

y- - ' 

On voit d’abord que la valeur de_y est composée de 

deux parties, dont l’une, exprimée par — 1 — , est 

l’ordonnée d’une ligne droite ayant pour équation 
y~ — [ bx — j d , qui se construit en prenant sur 
l'axe AC , au-dessous de AB, fig. ^6 , une partie F'g- 4$- 
AD — jd, et menant par le point D une droite DE, fai- 
sant du côté des x négatifs un angle DEA , dont la tan- 




i 




^ j»: • jiVt ' 


•v-.r. 


b ■ .•» « . . 
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gente soit égale à j b (87) ; eusorte que AP étant x, 

P N sera — Il est évident maintenant que pour 

a 

avoir les points qui appartiennent à la courbe cherchée, 
il faut porter dans la direction de PN, tant au-dessus 
qu’au-dessous de la droite DE, des parties NM et NM\ 
égales à 

i V? — a nx — nix* , 
puisqu’on aura par ce moyen 

PM=-l(bx + d) + Wîl — a nx — mx‘, 
PM'= — j (bx -+-d) — zV'p — 2nx — nur“. 

La droite DE jouit ainsi de la propriété remarquable 
de partager en deux parties égales les lignes menées pa- 
rallèlement à. AC, entre deux points de la courbe cher- 
chée , et c’est pour cela qu’on lui a donné le nom de 
diamètre ; mais il y a cette différence entre la ligne DE 
et les diamètres du cercle , que ceux-ci rencontrent à 
angle droit toutes les lignes qu'ils divisent en deux parties 
égales , tandis que la première le fait obliquement : ce- 
pendant on verra bientôt que ces deux circonstances 
dérivent d’une même loi. 

113. L’équation ci-dessus se simplifierait beaucoup 
en prenant pour ordonnées les droites NM et NM' , 
c’est-à-dire en faisant 

bx + d 


il viendrait alors 

t = ±: y \/p — nnx — mx* -, 

mais les abscisses AP ne seraient plus comptées sur la 
ligne de laquelle partent les ordonnées. Pour les rame- 
ner à cet état, il faut les prendre sur le diamètre DE : 
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c’est ce qu’on effectuera en posant DN=s ; et en obser- 
vant que si l’on tire DG parallèle à AB , on aura 

DG = DN c osD = s cos D. 

L’angle D est le même que l’angle E, dont la tangente 

estji; son cosinus est — — — — 3 ■ ■ fn.ÜiV 

I ^4 + 6“ 
et puisque AP — DG , il en résultera 

as 

-£= ■ — =• ou x = qs , 

V 4+ b * 

en faisant , pour abréger , 

a 

VÂ+& ~ q ' 

La valeur de x étant mise dans celle de t , on trouve 
1 — — » y'p — a nqs — mqV , 

qui doit exister entre s et t , ou entre les droites DN et 
Z\ M , pour chaque point de la courbe , et qui est par 
conséquent son équation rapportée aux coordonnées 
DN et NM. Celle-ci, quoique plus simple que 

y * + bxy -f- ex* -f dy -f- ex =/, 

est aussi générale , puisque les transformatiôns effec- 
tuées jusqu ici , n ont introduit aucune condition par- 
ticulière. 

L expression de t étant affectée en général d'un radi- 
cal du second degré , ne saurait avoir de valeur réelle 
qu autant que la quantité p — a qns — mq’s 3 sera po- 
sitive. L examen de cette circonstance présente plusieurs 
cas que je discuterai successivement. 

il 3. Je suppose d’abord, que la quantité désignée 


• > -* 
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par m dans le n° ni , soit positive, et je mets l'ex- 
pression p — 2nqs — sous la forme 


mq 


\ mq* mq ) * 


. mç* mq 
pour n’avoir plus à considérer que celle-ci : 

P 2n > 

s — j* , 

mq* mq 

de laquelle on peut faire disparaître le terme où s n’est 
qu’au premier degré , en prenant 

s — u — (Élém. d’Alg. 209 .) ; 

et après la substitution et la réduction, elle devient 

gL + n '- u \ 

m a <j f a 

Pour savoir ce qu est u , il suffit de construire sa va-* 
leur en s ; et l’expression 

, • ' • ■ - f • \ 

U — i 4- — = DN + — 
mq mq 

* 1 ■ 1 ■ 1 

montre que l’origine des u doit être placée en arrière» 

de celle des f , à vas distance OD ~ — , parc© 

mq r 


qu 


'alors 


DN= ON — OD — u — . 

mq 


Cela fait, on a 




et 
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*t on voit que l’expression de t sera réelle , tant que 

» ^P m + n 1 

• u <T . 

^ m'q* 

qu’elle sera nulle quand 


u * = PJH±j£ t w a== ± l/ ffL+..g; 

mV- ™ k m'o* * 


Ces dernières valeurs indiquent donc les intersections 
de la courbe avec le diamètre DE ; et en les portant 
de chaque coté du point O , à cause de leurs signes , 
cm obtiendra les points / et /' placés à égale distance 
du premier. • 


Au-delà de Ces. points, !a quantité 


pm + n* 
m“q a 




> 


devenanl»négative , les ordonnées t seront imaginaires, 
la courbe n’aura aucun point correspondant aux abs- 
cisses plus grandes que OI fet O J' ; elle sera donc 
renfermée dans l’espace compris entre les Htjnes JH 
et F H, menées par les points / et parallèlement 
aux ordonnées. 


1 1 4- Les deux valeurs de t en u ne différant que par 
leur signe et demeurant les mêmes soit qu’on prenne u 
positif ou négatif, il s’ensuit qu’à l’abscisse OA T, = ON, 
répond l’ordonnée N' M" égale à NM' et placée en sens 
contraire, ensorte que les triangles M"NO , et M'NO, 
sont égaux, et que’par conséquent la droite M'M" est 
partagée en deu* parties égales au point O. Cette pro- 
priété dont le point O jouit paf rapport à tous les 
points de la courbe , lui a fait donner le nom d excentre , 
par analogie avec le centre du cercle ; mais pour les 
Trigonométrie. L 



* 
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autres courbes les rayons ne sont égaux que deux à 
deux, parce que les diamètres sout inégaux. 

n5. La forme de la courbe que représente l’équa- 
.tion entre t et u, se reconnaît aisément par la construc- 
tion de cette équation ; et pour l'effectuer, je fais d’abord 

E = ^ 

mrq % 

il vient 

t — ±-i^mq'(d % — u*) \/ d* — d. 

Prenant alors d pour le rayon d’un cercle ayant son . 
centré au point O , u pour l’abscisse , le facteur 
|/ d* — d exprimera l’ordoftnée de ce cercle, élevée 
perpendiculairement à 07. *A l’égard du facteur 
5 y' mq ', il ne doit représenter qu’un rapport , si l’on 
veut avoir égard à l’homogénéité des expressions ( 71 ); 

frf 

je le désignerai donc par -7, et j’aurai par coifcéquent 
^ = jmg a , b' 1 — • d’où je tirerai 

t = ± A- y' a" — d. 

a 

On voit ainsi que l’ordonnée NM s’obtiendra en 
cherchant le quatrième terme de la proportion 

d : b' :: y d* — d : t. 

Lorsqu’on aura déterminé la grand’eur d et, on la por- 
tera le long..de la ligne MM , tant au-dessus qu’au-des- 
sous de DE, à cause du signe :£. 

Il est évident que la courbe résultante de cette cons- 
truction ssra fermée comme’le cercle, et ne s’étendra 


f 


t 
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que dans l’espace cjgppris depuis u = a' jusqu’à u =s 
— a', puisqu’au-dela de ces limites , le radical ou l’or- 
donnée du cercle sera imaginaire. 

La plus gfande valeur que puisse avoir l’ordonnée t , 
est visiblement celle qui répond au point O , pour lequel 
o; on a dans ce cas 


t = ±.b': 


prenant donc les droites OL et OL' "égales à b\ les 
points L et U seront les limites de la courbe dans le 
•eus de ses ordonnées, comme les points J et /' le 
•ont dans celtai des abscisses. 


116. Il est important de remarquer que si la quantité 

représentée para'* était négative, le radical \/ a' * 

demeurerait toujours imaginaire, et l’équation proposée 
ne saurait exprimer alors aucune ligne. En remontant à 

la valeur de a'% qui est^±'L j 0n verra q U > elie serait 

négative si p était affecté du signe —, et qu’on eût en 
même temps pm^> n*. 

Quand dans ce cas pm — n\ il vient (n 5 ) a'=o; 

b ’—° 5 mais on a toujours -— a et par con- 

séquent 

— ï • V —u* = ± \qu \/—m , 


équation à laquelle on satisfait en posant t— o u=o: 
on peut donc dire que la courbe» se réduitljfc au seul 
point O , où t=o , «t=o, et que ce point limite 

vers laquelle tendent, à mesure que les JHRres IV 
et LU diminuent, les courbes données par l’équatioa 
ci-deîsus. ’ ’ 

L a 


* 
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En élevant au quarré les deux Ambres de l’équation 


■ ' ■ • 
elle se change en , . . 




et en 4 mt * + m a q s u* — pm — ti 4 = o. 

Lorsque p est - négatif, elle devient 

4ml 3 + m 2 q 5 u 4 -f" pm — n 4 = cj; 

et quand pm > n 4 , son premier membre étant la somme 
de trois quantités essentiellement positives, puisqu’on 
suppose que m est aussi positive , il ne peut devenir nul 
qug dans le cas où l’on aurait séparément les trois 
équations . . 

4mt 4 =o, m 4 q 4 u 4 = o, pm — n* — o. 

On peut satisfaire aux deux premières en faisant I=o , 
u — o) mais la dernière exprime \ine condition sans 
laquelle la proposée est tout-à-fait absurde. 

1V7. Je suppose à présent*que m soit négative; la 
quantité p — <2nqs — mqV deviendra 


f P 1 

p _, 2nqs+mq ^ =mq > , + * 4 j ; 


S — U 


on fera disparaître le terme — s , en prenant 

et la quantité , qui représente DO, 

Fig. 4 j fig. 47, ayanî ici le signe -f- , se portera sur la partie DF, 
affectée aux abscisses positives. On aura ainsile centf e O, 
et l’équation proposée deviendra 


« 

r , ayant 1 
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l65 




■r(*w £ +-) > 


posant " z=L±:a' 1 , selon que la quantité pm — n* 

mq * . V* 

sera positive ou négative , et faisant toujours , ^mq > = 
on obtiendra 

t = ±- ; l/ii a ±:a'\ 

. a • 

Cette équation paraît renfermer deux cas distincts : 
elle n’en contient cependant qu’un seul ; car si on élève 
ses deux membres au quarré, on en déduira 


d’où 


b'* 

dH* — V'u % =.ci'b'*, 
i'V-io'V = i'*a'*. 


équations qui ne diffèrent l’une de l’autre que parce 
que dans la seconde, d et l tiennent la p^ce qu’oc- 
cupent b' et u dans la prem^J^, et réciproquement; 
il suffit donc d’examiner ce que signifie l’une d’elles. 

Je considérerai en particulier la seconde : on en 
tire 

h r - * 

t = dz - ; {/u * — a' 1 ; 

l’ordonnée t se construit en cherchant une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes 

d, b' et l/u’ — d * , 

dont la dernière est une moyenne proportionnelle entre 
u — d et u -f- d , et ne se trouve réelle qu’autant que 
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u>o'. La courbe cherchée n’a donc, depuis u = o jus- 
qu’à u=-f-a', et depuis icdïbjasqu au=: — a', aucune 
ordonnée réelle; et comme u = a et u= — a' donnent 
également i = o, il en résulte que cette courbe ren- 
contre le diamètre DE aux çoints / et F , où se terminent 
les abscisses O J et O J' égales à a' , mais qu’elle ne 
s’étend point entre les droites IH et J' H'. 

Au-delà des points / et/', on a u^>a, soit positi- 
vement , soit négativement , l’ordonnée t augmente sans 
cesse , et rien ne limite la grandeur à laquelle elle peut 
atteindre, p’après ces considérations, il est visible 
que le cours de. la courbe est pareil à celui des lignes 
KIk , K'J'k', séparées par l’intervalle //' , et dont les 
branches /A -et Ik, I'K' et l'k! s’étendent à l'infini. 

Si l’on considérait cette -courbe par rapport à la 
droite LL', c’est-à-dire en prenant t pour l’abscisse , 
et « pour l’ordonnée , son équation donnerait 

Dans cette forme , Jfe ne saurait devenir moindre 
que O/ et OI', et ra courbe ne rencontre point son 
diamètre. LL'. Il est évident par là que l’équation 

o'*t* — £'*u* — a t b' x , 
conduisant aussi à 

t=±.K V u* + a* , 

a • • 

doit appartenir a une courbe QLq , Q'Lq' de la même 
espèce que KIk, K' l’k', mais tournée par rapport au 
diamètre LL des t, comme celle-ci l’est par rapport 
. au diamètre II' des u. 
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118. Si l’^fcvait a' = o ou pm — n*=ÏP(‘i7)> 
l’expression de t se réduirait à t = dr ; y' mq ü u a , et 
donnerait les deux équations distinctes 


t = \qu\/in, 




- t qu 




qui ne représentent que deux lignes droites menées 
par le point O. Pour les construire on prendra à volonté 
une abscisse OR-, il viendra 


>=. 


t — rfcj OR.q 

et portant ces valeurs de R en S et en S', on tirera 
OS et OS ' , qui seront les droites demandées. 

Je vais comparer à ces droites la courbe KIk, en 
prenant pour une abscisse quelconque ON — u, la 
différence MF" des ordonnées correspondantes NM et 
NV. La première étant exprimée par 

— a'' ou jqu\Zm. 1 — 

et la seconde par 
. t ~qu\/m, 

j'obtiendrai 

MV—iquy/m—iqu 1 — ~r 

• =\qu\/m{i — JX^i — Jr}- 

• g Cl* * 

La différence 1 — 1 — — devient plusïacile à 

appréciêrlorsqu’oadéveloppel’expression 1 — : 
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or la^Pin& du premier terme 1 , ÉÊt§ t 1 , on fera 


1/ 


et ou aura 


i r =i+t, 

u 2 ’ 


1 — TT = 1 +2 a +z*; 


mais plus on supposera u considérable , plus la fraction 
a'® . . , ' 

— sera petite, et j^nns la racine î -f -z différera de 

l’unité : en négligeant donc , suivant la méthode don- 
née en Algèbre, n° ai 5 , a® dans l'équation ci r dessus, 
ou aura 


a * 
au 2 ' 


Pour approcher ensuite davantage de cette va- 

leur , on fera z = #- 4 - z', et on calculera senibla- 

au 

a ' 4 

blement z',‘ qu’on trouvera — et ainsi de suite (*). 

On aura donc 

= *« 51+ Ê? + 


d’où on voit que plus u augmentera, plus dimi- 
nuera, mais sans pouvoir jamais ^devenir nulle. 

Il suit de là que plus la courbe s’éloigne du point O, 
plus»elle s’approche des droites OS et OS' , sang néân- 


(*) On peut aussi tirer ce développement de la 'formule du 
binôme. 



î 


* 


* 
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moins pouvoir les rencontrer; ensorte que ces droites 
sont les limites de. p*ties Klk, K'J'k' de la courbe 
proposée, qui ne peuvent jamais sortir de 1 ang le SUS , 
et de son opposé par le sommet. 

11 g. Dans le cas où m=o, on a simplement 
t=±\ t /p — znqs : 

on réduit la quantité qui est sous le radical 'à un 
seul terme , en faisant 



2 nq 


et, par ce moyen ,Ül vient 


t — : + l j/ a nqu , ou t — nh \/~en , 

en représentant ^nq par e. On voit aisément que cette 
équation donne t — o en même temps que u = o, et 
que par conséquent le point du diamètre DE ,Jig- > ^‘8- 4**- 
sur lequel on a prisl’origine des u, appartient à la courbe 
Cherchée. Pour trouver ce point il faut faire ic==odans 
l’équation 



posée ci-dessus ;on obtient 



et en portant cette 


quantité sur DE, du côté des abscisses positives, on aura 
le point /, où la courbe proposée rencontre DE. O , 
Si la quantité e' est positive , on ne pourra prendre u. 
que positivement * mais rien ne limitera sa grandeur , 
non plus que cell^de t , ensorte que la courbe doit 
s'étendre à l'infini de ce côté seulement , ainsi que le 
marque la ligne iUr. Elle serait tournée du côte opposé 


170 APPLICATION DE L' ALGÈBRE 

si d était négatif , parce qu’il faudrait alors prendre u 

négativement. • 

L’équation t=± \/eu se construit en prenant une 
moyenne proportionnelle entre l’abscisse IN=u et une 
droite égale à e' ; le résultat est l’ordonnée NM , qu’il 
faut, ici comme dans les casprécédens, porter tant au- 
dessous de DE qu’au-dessus. 

Il faut remarquer que l’équation primitive 


t — ±z~\/ p — znqs 

se réduit à t = , quand 71=0, parce qu’alor» 

la courbe considérée dans cet article , se change eu 
deux lignes droites , menées pai*llèlement à l'axe des 
S, à une distance {\^p, tant au-dessous qu’an-dessus 
de cet axe. Ces deux lignes se rapprochant de l’axe 
à mesure que p diminue, se réunissent sur cet axe 
quand p =z c, et il devient dans ce cas le lieu de 
l’équation proposée. 

120. D’après ce qui a été trouvé dans les numéros 
précédées, l’équation 

y 1 -\-bxy -j-cx'-f-ciy -j-ex =zf 
ne peut prendre que l’une de ces trois formes : 


t/ 

rfc— ; l/ a'*— u a 

a [ou, en faisant 

. ■+■- S/'Ü'—J 1 ) dis P arai,re 

a ' y << — 7 * — 

fcrrtfc ^ du 


[les radicaux, 


a! H* -Ub'*u t —a.' , b , ‘ 
V*u'—a' % P = «*'*&'» 

f 


selon que m est positive, ou négative , ou nulle; elles 
répondent aux cas où la quantité 4 c-r^ 2 , qui revient à 
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£4(2 ÿi 

(1 1 1), et qui est de même signe que 4 AC — B % , 

est positive , négative , ou nulle ; elles sont comprises 
aussi dans la seule équation 

\/ p — a nqs — mqV. 

Les courbes représentées par la première , qui 
rentrent sur elles-mêmes, et qui comprennent un es- 
pace fermé de toutes parts (î 1 5 ) , sont désignées sous le 
nom d'ellipses. Celles que donne la seconde , compo- 
sées de quatre branches infinies formant deux parties 
séparées (117), se nomment hyperboles, et les droites 
entre lesquelles elles sont renfermées (11 8) , asymp- 
totes. Enfin la troisième équation est celle des para - 
• boles (119). 

Ponr achever la discussion de tous les cis compris 
dans l’équation générale 

Ay % -f - Bxy -f- Cx 1 + Dy + Ex — F, (1) 

• 

il ne reste plus à considérer que celui où les deux coef- 
ficiens A et C sont nuis ; car quoique les transforma- 
tions opérées jusqu’ici deviennent illusoires , quand 
A— o , l'équation contenant .r® , qu#id C n’est pas 
nul , peut être résolue par rapport à cette quantité^ 
et les formules des numéros précédens servent encore, 
eri y changeant y en x et se en y, c’est-à-dire en fai- 
sant de l'axe des ordonnées celui des abscisses ; mai* 
le cas où A et C sont nuis tous deux , échappe en- 
• tièrement à cçs formules, parce que l’équation (1), 
réduite alors à la forme 

Bxyk+ Dy -f- Ex = F, ' 

n'est plus que du premier degré , par rapport à eha- 


% 


~Y 
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cune des coordonnées x et y : il mérite donc un 
examen à part. 

Je mets cette dernière équation sous la fonjie 
xy + dy + ex=f, 

ce qui n’en diminue en rien l’étendue, et j’en tire 

* f — ex 

y = -^+d : 

l’ordonnée ne devient donc jamais imaginaire. 

Si l’on fait d’abord y — o, on trouve 



e 


Fig. 4y. Telle est l’abscisse du point E , Jig- 4.9 > °ù la courbe 
cherchés coupe l’axe des abscisses AB ,.et elle passe 
ensuite au-dessous, puisque y devient négatif quand 

a:>'C Quand 2 = 0 , il vient y =£, valeurqui in- 
dique le point F où la courbe rencontre 1 axe AC 
de* .y. 

• En passant dans la partie négative de l’axe des x , 
l’ordonnée y fpntinue à croître , parce qne le déno- 
minateur x -f -d diminue par la soustraction de X , et 
deyient o , lorsque x— — d. Dans ce cas, Ta valeur 
infinie qu’on trouve pour y , montre que la courbe ne 
saurait atteindre la droite GS menée sur l’abscisse 
AG— — d, perpendiculairement à l’axe AB. 

Lorsque x, continuant à être négatif, l’emporte 
sur d, la valeur dey' change de signe, mais en com- 
mençant par être plus grande que telle quantité qu’on 
voudra; on voit donc par, là qu’fl faut prendre au- 
dessous de AB , de l’autre côté de GS , une branche 
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K'I' semblable à KJ , mais allant 'en sens inverse , 
c’est-à-dire se rapprochant de AB à mesure que l’abs- 
cisse augmente négativement. 

Il reste à savoir ce que devient y à mesure que x 
augmente, soit positivement, soit négativement; et 
pour cela je divise par x*les deux termes, de l’ex- 
pression de y : il vient 




x 



résultat qui tend sans cesse vers y = — , à mesure 

f d 

que les fractions ^ et - diminuent, ou que x aug- 
mente. Tirant donc à ûne distance Ail = e , au-des- 
sous de AB , HS' pafallèle à cet axe , on aura une 
limite de laquelle les branches Jk et l'k' s’approche- 
ront sans cesse ; «t par conséquent les.parties Klh et 
Ii' l'k! de la courbe cherchée ne sortiront jamais de 
l’angle SOS' et de son opposé. 

Ce qu’on vient da voit* suffit pour montrer l'ana- 
logie qu’il y a entre la courbe que'je considère main- 
tenant , et celle qui est nommée hyperbola ; il serait 
meme facile de changer l’équation de celle-ci dans la 
proposée , en prenant pour axe des coordonnées les 
asymptotes indiquées dans len® 118. Je ne m’arriérai 
point à ces détails , devant revenir sur ce sujet par une 
méthode plus générale (129). Je me bornerai à mon* 
trer que si on prend , dans l’exemple actuel , des coor- 
données partant du point O, ou se rencontrent les 
asymptotes GS et HS', en faisant 
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l’équation proposée devient , 

• ut =2 f + de , ' . 

forme sous laquelle qn voit bientôt que les deux 
branches sont semblables. 

t • • , 

121. Chacune de ces équations parait réduite à la 
forme la plus simple; mais les coordonnées n’y sont 
pas perpendiculaires entre elles comme dans les équa- 
tions de la ligne droite et du cercle, dont j’ai fait 
usage jusqu’à présent : cependant la situation des or- 
données est liée à celle des abscisses par la condition 
que les premières sont parallèles à la droite qui touche 
la courbe à l’ÿctrétnité de son diamètre. Pour s’en con- 
vaincre , il suffit d’observer que les points M et M' , 
Jig. 46 , 47 et 48 , se confondent en un seul , au point /, 
circonstance qui forme le caractère essentielles points 
de contact (107). En effet, îa somilie des deux or- 
données, ou la Astance des points M et M', étant 

exprimée par — T y a* — u* pour # l'ellipse , pan 

^7- v/ u*— a' a pour l’hyperbole , et enfin par 2 \/ e'u 

pour la parabole, devient ntille au point J, où l’on a 
u — a pour les deux premières courbes, et u—o pour 
la troisième. 


L’équation des ellipses étant s^métriqfue par rap- 
port aux deux indéterminées t et u , de manière que • 
l’expeession de u en t a la même forme que celle de 
t en u, on pourrait prendre aussi les f pour abscisses , 
ét les u pour ordonnées , et on verrait que le diamètre 
Fig. 46 . IV ifig- 48 , est lui-même parallèle à la tangente menée 
par le point L. Les droites IV et LL' jouissant toutes 
deux des mêmes propriétés, se nomment pour cette 
raison diamètres conjugués. Il est évident que dan» le 


* 
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cercle , les diamètres conjugués doivent être perpendi- 
culaires entre eux, puisque la tangente menée à l’ex- 
trémité d’un diamètre quelconque lui est perpendicu- 
laire : le nombre des diamètres qui jouissent de cette 
propriété est infini pour le cercle. Il n’en est pas de 
même pour l’ellipse ; mais quoique , pour cette courbe, 
l’analyse précédente n’ait fait découvrir que deux dia- 
mètîes conjugués, se cpupant obliquement, elle en a 
néanmoins toujours deux qui se rencontrent à angle 
droit, ainsi qu’on le verra plus bas. 

Si l’on rapproche ce que je viens de faire sur l’é— 
quation générale du second ordre , 'de ce qu’on a vu 
dans les numéros 87 çt g4, pour la ligne droite et 
pour le cercle , on reconnaîtra que l’équation d’une 
même ligne prend des formes très-différentes , suivant 
les coordonnées auxquelles on la rapporte. Il peut donc 
êfre utile de savoir changer ce* coordonnées , afin • 
de pouvoir passer à celles qui donnent pour la ligne 
proposée, l’équation la plus simple; et je vais cher- 
cher en conséquence les formules générales pour chan- 
ger les coordonnées d’une courbe en d’autres situées 
d’une manière quelconque , tant par rapport aux pre- 
mières qu’entre elle3« 

133 . Le plus grand changement qu’on puisse appor- 
ter dans le système des coordonnées , sans cesser de lés 
prendre droites et respectivement parallèles à deux 
lignes fixes , consiste à leur donner une nouvelle ori- 
gine et d’autres directions. J’embrasserai tout de suite 
ce cas général , et je supposerai qu’on se propose d’ex- 
primer les valeurs des coordonnées AP =£ x , PM=y t 
Jig. 5o, relatives aux axes AB et AC , par deux autres Fig. 5 ». 
coordonnées A* P"— t , P° M — u , rapportées aux 
axes À* B*, A"C, donf on connaît la position à l’égard 
des premiers. 
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Ayant mené par la nouvelle origine A m , les droite» 
A" B'* et AAC , respectivement parallèles à AB et à AC, 
les distances AA' et A' A“ seront données par l’hypo- 
thèse ; et en les représentant par <* et par (& , on aura 

AP =; A' P + AA' = A'-JP + *, 

« PMz=P'M + J! A" = PM + /3. 

Tirant ensuite parle pied de la nouvelle ordonnée P'M, 
les lignes P" Q et P" R, l’tfne parallèle à AB et l’autre à 
AC, on observera que puisque les axes AA B' et AA CA, 
sont donnés de position à l’égard de AB et AC , on doit 
connaître tous les angles des triangles AAPR, P"MÇ , 
ou, ce qui revient au même , le» rapports de leurs côté* 
homologues : faisant donc 

i 

A" R P' R P " Q QM 

* A m P" m> A-P~ n> P“M~ P ’ PM ^ 

00 aura • 

A m R = m.ATP = mt, P'R = n. A” P" = nt , 

PQ — p. PM = pu, QM = q.P“M = qu, 

d’où on tirera 

; AAP' =A m R + P"Q = mt +pu, 

PM = PR -f QM =2 nt + qu, 

et enfin 

/ 

x = AP ~ A” P + <t ==mt- f- pu -f~ et, 
y — PM — P'M *f- /2 = nt -f- qu -f- /2. 

Teyes sont les valeurs les plus générales que puissent 
prendre les cooiylonnées x et v%, faisant entje elles un 
angle quelconque , lorsqu’on les exprime par d’autre* 
coordonnées du même genre , mais situées comme on 

voudra. 
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voudra. Voici maintenant comment on en déduit celles 
qui conviennent aux différens cas particuliers qui 
peuvent se présenter. , • - 

i°. Si ôn supposait les nouvelle* coordonnées paral- 
lèles aux premières , et qu’on ne fît que changer la 
position de l’origine , les lignes A" C' et A" C se con- 
fondraient , ainsi que B" et A" B' ; on hurait par 
conséquent 

m — 1 j n ~ 30, P — o et q =f 1 , 

et il en résulterait 

x T = u + ^. 

ce qu’il est facile de voir à priori, puisqu’alors A“P’ 
et A" P' se confondraient , ainsi que P" M et P'M. 

.En égalant *à zéro ou <* ou on conservera dans sa 
place ou l’axe AC, ou l’axe AB. . 

3 °. SI on ne voulait changer que la direction*desaxes 
AB et jiC , et qu’on laissât toujours l’origine au point 
A , les lignes A* B' et A m C tombant dans ce cas sur 
AB et sur AC, on aurait en même temps 

a — o et |S = o . 
ce qui donnerait 

' e 

x = mt -f- pu , y == nt -f- qu. 

On voit qu’en supposant m = 1 et n=o, d’où >1 
résulterait x = t~f-pu, y—qu, on ferait coïncider 
la ligne A" B" avec A"B r , et que par conséquent on 
c’aurait changé que la direction de l’ordonnée ; on 
.prouverait de même que x = mt et y==nt-f-u sont 
les valeurs de x et de y , relatives au changement de 
la direction des abscisses. 

Trigonométrie. M 
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ia3. Il faut obseryer qu’il y a entre les quantités m; 
n, p et q , qui dépendent de la direction des nou- 
velles coordonnées, une relation nécessaire, ensorte 
qu'on ne peut les prendre toutes les quatre arbitrai- 
rement; car si , connaissant l'angle des axes primitifs 
A'“B' et A!‘C , on se donnait encore les angles B" A" B' t 

et C'ATB", la position des nouveaux axes A"B" et 
A"C" serait entièrement déterminée par ces, trois 
choses: ainsi, lorsque dés quantités m, n, p et q, sont 
connues, on construit aisément les. axes des deux sys- 
tèmes de coordonnée». . * 

En effet, soient données m, n et p; qn tirera d’abord une 
Ligne quelconque, pour représenter l’axe A" B', et prenant 
sur cette ligne, une grandeur arbitraire ATR, on cons- 
truira un triangle A" RP" , dont les côtés A" R , P'‘R et 
A* P" soient entre eux comme les quantités m, n et 1 ; 

* le côté P” R sera parallèle à l’axe A m C , et le côté A W P" 
donrtera l’axe A“B“. 

Prenant ensuite un point quelconque M, et menant 
MP 1 , parallèle à P" R , il ne restera plus qu'à détermi- 
ner la coordonnée P H M parallèle à <A"C, ce qui s'ef- 
fectuera en tirant P" Q parallèle à A" B " , et en obser- 
vant que P"Q : P,"M :: p : 1. La droite P’ M étant 
ainsi trouvée, on achèvera le tri|anglé P“QM , dont le 
côté P"M sera parallèle à l’axe A"C" ; et le rapport 
des côtés P"M et QM donnera la quantité q. 

* Lorsqu’on passera d’un système connu de coordon- 
nées à un autre système également connu , les quan- 
tités m , n, p et q , calculées suivant leurs définitions, 
auront entre elles la relation dont on vient de parler; 
mais il suit de ce qui précède, que la position de 
l’origine étant donnée, on ne peut déterminer la direc- 
tion des nouveaux axes , de manière à satisfaire à pin» 
de* deux conditions différentes, et que dans les ex- 
pressions * = m£ + pu -+■«», yz=nt + qu + fi , les 
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quantités x et y, t et u, ne sauraient être les coordon- 
nées d’un mêtne point, relativement à deux systèmes 
de coordonnées droites et parallèles , tant que m ,Ji, p 
et q seront quelconques. Voici un moyen, très-simple 
de trouver la relation qui doit exister entre ces quantités. 

Si on mène par le point M lesÜroites MG et MH, 
respectivement perpendiculaires à A" B? et A m B" r et 
qu’on suppose connus les angles MP 1 B' — C' A“B' et 
MP" B"— C'A" B", on aura le rapport de P' M à 
P" G, et celui de P"M à Pl'H. Nommant g le premier 
et h le second , il en résultera 

P' G = P'M X g et P" H = P"M X h ; 

tirant ensuite A"M , et représentant A’I y et P'M 
par x' et y', les triangles obliquangles A" P' M et A"P“M 
donneront 

1 

Es égalant ces deux expressions de A m M , il viendra 
x'* -f- sgxÿ — t a -f- u % -f- xhtu ; 

mettant pour a/ et_y' leurs valeuss mt-f- pu et nt -f- qu, 
on aura. 

(m* ugmn)t % -f- ( p* -f- q* *f- zgpq'Ju' 

nq -j- g (np + mq^tu = t* -f- u* -f- afcfu. 

Cette équation devant avoir beu, quelle que soit la posi- 
tion du point M, il faut qu’elle se vérifie toujours indé- 
pendamment de t et de u , condition qui donne les trois 
équations 

* 

bi* -f n* -b zgmn = 1 , p* -f q % -h agpq sa i , 

. mp + nq + g(np + mq) —h. . • 

En chassant g - des deux premières, le résultat’ 

M a 
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(m*+n*)p<7 — (p* + q*)mn=pq — mn, 

exprimera les conditiofis auxquelles doivent satisfaire 
les quantités m , n, p et q. 

iü 4 - On suppose fe .plus souvent que les nouvelles 
coordonnées u et t se rencontrent à angle droit , ainsi 
que les premières ; dans ce cas , les équations ci^-dessus 
se simplifient beaucoup. Les angles MP'B! et MP" B" 
devenant droits, P'.G ou gy' et P" H mu. Au, ‘s’éva- 
nouissent; ensorte qu’on a seulement 
• 

m* -fn*=i, 
p»4-q»=i, 
mp+nq = o, 


d’où on tire 


= x — n’ 


p*r= l — q*. 


my = 1 — n» — q» + n‘q 2 ; 

• • • 
.et à cause de mp =s — nq , il vient 

Comparant ce résultat avec l’équation m* -f- n* = i / 
on trouve q = m, ce qui donne p— — nj on a 
donc bniin _ , • 


x' = mt - 


nu , 


• y' • = nt -f- mu , 


en observant que les quantités ns et n dépendent l’une , 
de l’autre, en vertu de l’équation 1. 

Fig. Si. La figure Bi, construite pour ce cas particulier, 
fait voir que m est le cosinus de l’angle A m B" , que 

n en est lç sinus, et qu’on a 
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jTP' = A" R — P"Q = mt — nu, 

P' M = P" R -f- ÇAf = ut -f- /nu » 

comme je viens de le trouver (*). # 


i 

P {*) Rien ne serait plus aisé que de changer, non-seulement ici, 
. mais encore dans tout ce qui précède, les dénominations des lettres 
• m, n, p cl q , en sinus ou cosinus des angles compris entre lesaxcs 
des coordonnées; et on aurait alors les fotmules rapportées dans plu- 
sieurs ouvrages, qu’on a publiés après tes panières éditions de ce- 
lui-ci: mais la notation que j'ai adoptée , amrège les expression», et 
conserve mieux l’élégance analytique. C'est sans doute par cette 
raison qne MM. Lagrange et Monge ont généralement préféré , 
dans les transformations de coordonnées que «enferment leurs écrits, 
de simples dénominations littérales, aux lignes tiigonométriques, 
que d’ailleurs Euler avait introduites dgps ces calculs dès l ~.j8. 

La position respective des qaatre axes qui se coupent au point 
AT, étant déterminée par trois des angles qu’ils font deux à deux , 
on peut choisir de plusieurs manières les données de la question. 
La suivante me parait assez simple. 

Je pose , fig. 5o, . ‘ ' '* 

ca"c=z+, catb; — », 

d’où 

CA m B" = m — f, CA m W = » - 4 i 


puis faisant attention qu’èn vertu du parallélisme des droites P"R, 
ÇMe t ATC, P"M et AT C' , P“Q et A" K, les angles A" RP" 
et P"QM sont sitpplémèns de C A m B’ , les angles A'“ P'R et 
CA- B", MP Q et CA" B', P 'MQ et CATV sont égaux , 
j’aurai , d’après le n» m, . 

, • A" R sin C A" B' _ sin (» — $1 

m ~ ÂrW' ~ sin CA" B' r si^» ’ 

— P H — • 

" AT P'' ~~ sin CA" B' sin»’ 

P"0 sin CT A n C" sin 4' 

P ~ WM ~~ sin CA’ « ~ «Ti’ 

QM sin C'A* B _ sin(» — 4) 

9 “ WM ~ siu ' CAT? “ 

21 rvsulte de là que 


un • 
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Pour changer à-k-fois, dans ce cas, l’origine des 
coordonnées et la direction de leurs axes , il faudra 
donc prendre 

x=mt — rm -f-et ,■ y = nt + mu-f-/3( 132), 
en ayant égard à l’équatiom 


171* '-}- n* = i , 


et on ne pourra dispQser alors que de trois quantités , 
savoir 5 et, 0 et j^ne* des quantités m. ou n. 

— s 1 


A’P ' 


_ , __ «in (a — <p) 


«in 4 
sin w 


, une sin (* — 4) 

P'M = r = t -t T ^ U, 

J «mu sin u 


Il n’est pins besoin (le considérer aucune équation de condi- 
tion /puisqu’il n’y a dans le calcul que le» quantités nécessaires 
h la détermination des systèmes de coordonnées. 

Si JV>n suppose que l’angle C'A" B' des axes primitifs soit droit, 
on aura sin e» zzi , et il viendra seulement. 

x’ ='t cos f -f- u sin 4 , 
y' = t sin 9 -+■ uco» 4 . 

Il est visible qnc l’angle CA" B" des nxes des nouvelles coor- 
données est exprimé en général par u — f — 4 > s’il devait être 
droit en même temps que celui des axes primitifs, on aurait 

If — f — 4 = 1*, d’où 4= — a, 

et 

sin 4 = — sin , coi 4 =.cos (a 3 ), 

«t par conséquent . t 

. x' = t cos ^ — u ein , 
y y' — t sin $ ■+■ u cos^ , 


ainsi qu'on le déduirait immédiatement de la figure 5 t , où l’axe 
A m C 11 tombe de l'autre cAté de J’axe A m C, par rapport il l’axe 
A" B 1 , circonstance exprimée par le changement de signe de 
l’angle 4. 
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ia 5 . Je vais exposer maintenant les simplifications 
qu’on peut apporter à l’équation générale ( 

Ay x 4 - Bxy + Cx“ Dy -f- Ex = F . ... .(^) , 

par le moyen de la transformation des coordonnées, 
en ne "cessant pas de les prendre perpendiculaires 
entre elles. , 

* *■ à 

Si l’on fait , ' * • 

x = mt — nu - f- « , y nt -f- mu -}- fi , 

w ' » 

le résultat de la substitution de ces valeurs dans l’é- 
quation (î) sera encore une équation complète du se- 
cond degr£ , en ft et t ; mais comme On y aura in- 
troduit trois quantités arbitraires, on pourra s’impo- 
ser autant de conditions, qui simplifient ce résultat, 
égaler, par exemple , à zéro , les coefiiciens des quan- 
tités ut, t et u, afin de faire disparaître les termes 
qui en sont affectés : 04 obtiendra alors une équation, 
de la forme 

- , A't* -f- Cu » = F', 

semblable aux deux premières du n" "20. Cette forme 
est remarquable, i°én ce que les deux valeurs de t, 
étant égales, et de- signes différens, il s’ensuit que 
l’axe des nouvelles abscisses n est un diamètre (111); 
a° en ce que chaque valeur de u , prise positivement 
et négativement , donnant les mêmes valeurs pour t , 
ilen résulte que l’origine des u, placée sur le milieu 
du diamètre, est le centre de la courbe (n4): 

Le calcul devient plus .simple , lorsqu’au lieu d’ef- 
fectuer en même temps, par les expressions ci-dessus , 
les changemens d’origine et de direction des coordon- 
nées , on transporte d’abord les axes parallèlement à. 
•ux-mêmes. Si , pour cela, on prend 

x =3 x' + <t , y =/ + fi , 
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l’équation (1) deviendra 

Ay'*+Bxy+Cx'* 

+ (hAiS+£ci+D)/+(qC*+B/!+E)x' 

4- AP+BuS+Ca.'+Dd+Ect = F 

Les quantité* et et Q étant toutes deux arbitraires , 
on peut en disposer pour faire disparaître les termes 
affecté* de x' eP de y', en posant les équations 

n AS Bdt 4“ ^ — o , aCat 4" BQ 4" ^ — — o > (a) 

desquelles on tire . . 

BD — a AE . BE . — 'j.QD 

* “ i,AC — B “ * . ^AC — B % ’ 

• 

U ne reste plus après cela dans l’équation (a) , que 
les ternies affectés de y* , x'ÿ , a/*, et des termes in- 
dépendans des coordonnées x? et y' j ces derniers se 
réduisent à l’aide des équations (a). En effet», multi- 
. pbant la première de celles-ci par Q , la seconde par * , 
et retranchant leur somme de l’équation (2) , après y 
avoir supprimé l*s termes qui doivent s’évanouir , il 
viendra 

Ay'* + Bjd'y + Cx'*—Ali>-‘B*!i--C't*=F. . . ( 3 ).* 

Je place à présent les axes des coordonnées dans 
une nouvelle direction, mais toujours à angle droit, 
, en prenant (n° précédent) 

x' == mt — nu, y' — nt 4- mu ; 

et ces valeurs étant substituées daçs l’équatipn ( 3 ), 
la changent en 

[An 1 4 ~ Bmn 4- 

4 - [a^A— C)mn 4" ; ®( ,nS ‘*— /t *)3 u * 

* 4- [Am 1 — Bmn -j- Cn^u , 1 

— AQ 1 — B*Q — 6V = F 

% 

* * 




• -Digitized by Google 


A LA GÉOMÉTRIE. l85 

Le* deux quantité* m et n ne devant satisfaire qua 
l’équation m*- f-n* = i , il en reste une à déterminé^ , 
et j'en dispose pour ôter le produit ut, en égalant à 
zéro son coefficient , ce (fui fournit l’équation 

*{A — C)mn -f- B (m* — n*) = o (m). 

Faisant ensuite, pour abréger, . 

* An* -f- Bmn -f- Cm* ~ A' 

Am*—Bmn -f- Cn* == Cf 
AU* + Bafi -f Cct* -f-F = F', 

l’équation (4) devient 

A't» + Cu* = F', 

et prend ainsi la forme demandée , en supposant toute- 
fois qu’on puisse trouver des valeurs réelles pour m 
et n , qui sont données par des équations du second 
degré. 

126. Ces valeurs se déduisent de la combinaison des 
équations . 

2 (A~ C) mn -f- B (m 1 — n*) — o , 
m* -f-n* — i • 

La première donne 

_ B ( m * — «*) 
a (C—A) 

B 


mn : 


si on 


fai? 


-yp — —=ÿ, qu’on élève au quatre la 
i (C — A) 

valeur de mn, qu’on en chasse n*, au moyen de l’é- 
quation m* H- n*= t , il viendra 


mi — m* : 


i + 
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d’où on tirera 


m’ 


— ■ 4- |/i - 7 \ _ . 

* ~ K z 1 -f ~ a 


puis 


+ 4 >‘ 

n x =z 


'2^1+ 4> 4 ’ 
1 


2 v/ 1 -h 4y 


mettant au lieu de y la quantité qu’il représente , *et 
substituant les valeurs de m 1 et de n* dans l’expres* 
sion de mn , on trouvera, en n’ayant égard qu’aux 
signes supérieurs des radicaux , 


™‘-i + 


C—A 


n = 


a)/çc—A)*+B* 

C—A 


*Vf(C-Ay+£'‘ 
B 


mn~ 


W( C—Ay+B* 

Les valeurs de m et de' n, tirées de celles de m* 
«t de n*. seront affectées des signes rt; niais on voit 
par l’expression de mn, que ces signes doivent ‘ être 
choisis de manière que le produit mn soit de même 
signe que B (*). 


(*) Si, connue il est indiqué dans la note, page 181, on fait 
B'A'Bf =; ç , on aura 


d’où 


m = cos 9 , n = sin s 1 


m;i «= sin^cos? sii^a* (ir), * 

m* — /!» = cos9* — «u»9* = cos a?, ' 

«t par conséquent 

fsin a* mn * B 

cos 2f * an S a< f m , — a {C—A)' 

formule qui donne tout d« suite l’angle que fait l’axe des t avec 
telui des x. 
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En substituant les valeurs de m\ n a et mn , dans 
les expressions de A' et de C , et en réunissant les 
tenues qui ont le même dénominateur , on verra , 
avec un peu d’attention , que leur numérateur sera 
divisible par \/ (C — A)* + B*, et que 

A' - \ ( C+A ) + i \/(C-Ay+T ' , 
c = i (C+A) - i VXç-Ay + r. 

L’examen de ces expressions conduit aux consé- 
quences suivantes : 

i°. Les quantités A ' et C sofit toujours réelles. 

n°. Si A et C ont le même signe , qu’on peut alors 
supposer + , en changeant , s’il le faut , le signe de 
tous les termes de l’équation (t) (page i83), A' sera 
toujours positif, et C le sera seulement quand 

C + A> y/(C-Ay + B\ 
condition qui revient à 

(C + A)*>(C— A)' + É\ 
ou à a AC> — a AC -f- B a , 

ou à 4 AC > B a , 

et de laquelle il résulte que 4 AC — B 1 est une quantité 
positive. 

3°. 5n A et C sont de signes dilFérens, ou que A 
étant positif, ou rendu tel, C soit négatif, il viendra 

A’ = i (A — C) + i ^/(C+Ay+B a , 

c =i (A-c) -i 

alors A' sera positif et C négatif ; mais à cause du signe 
— dont est affecté +iC t la quantité \ AC—rB* est 
négative. . t 
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Il suit de là que le signe de C dépend de celui de 
la quantité ^AC — B % . 

• 4 °. Enfin si £AC = B * , il viendra C'r=o, cir- 
constance remarquable non-seulement parce qu’elle 
réduit à A'?=F' la transformée A't*-\- Ou 1 — F', mai* 
encore parce qu’elle rend infinies les expressions de a. 
et de £ (page i84)j on ne peut donc , dans ce cas, 
faire disparaître à-la-fois les termes affectés de y f et 
de x' , dans l’équation (3). 

127. Pour parer à cet inconvénient , je ferai immé- 
diatement dans l’équation (i) , 

x=mt — nu, y = nt+ mu , 

ce qui donne rq 

{ _An* -f- Bmn -f- Cm * ]t* 

-f~ [2 {A — C)mn-{- B(m * — 

-J- [Am* — Bmn -f- 
-f- (Dn+Em)t + (Dm — En)u=F 

Je poserai encore l’équation 

• 2 (A — C)mn -f- B (m a — n’) == o (m), 

pour faire disparaître le produit ut ; les valeurs de m 
et de n , ainsp que celles des coefficiens de t* et de 
seront donc les mêmes que dans le n° précédent, et 
la transformée ci-dessus deviendra 

A't* -f- Cu* + (Dn -f- Em)t -f- (Dm—En)u=F (6). 

Pour achever de la 'simplifier, il reste à changer l’o- 
rigine des coordonnées, en faisant 

t — f -f" * 1 U u’*!" ^ > 

et on obtiendra 



* 
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Ai'+Cvt* 4- (aA'+Dtt+£m) t' \ 

-\-(2ÔP+Dnv—Eri)u' ( 

4 - A*' % + C&*+ ( Dn +Em)g+(Dm— En)#=F ) 

Il est encore évident, sous cette. forme, que le terme 
affecté de u' ne peut disparaître quand C == 0 , car 
l’équation 

. aC'/ÿ-^-Dm — En = o, 

qu’il faudrait poser dans ce cas, donnerait. 0' infini; 
je disposerai donc des deux quantités arbitraires * 
et /S', pour ôter le terme affecté de t! et ceux qui 
«ont indépendans des coordonnées u' et t , ce qui en- 
traîne les équations 

s,A a! 4 - Dn -\-Em~o , 

’jt'ct!‘+Ciï , *+ (Dn+Emÿt' 4- (Dtn—En)P— F=o: 
Faisant ensuite, pou» abréger, . , 

aCÇt! 4. Dm — Ens= — £', 
j’aurai l’équation 

A’it % 4- CV* — £V=o. • 

Pour recorfnaître tous les cas embrassés par cette 
transformation, il faudrait chercher quand al et P 
peuvent être déterminés par les deux premières équa- 
tions posées ci-dessus; mais il suffit, à l’objet présent, 
de considérer le seul cas où Cz=z o (*) , ce qui réduit 


(*) Tous tes autres étant compris dans l'équation 
At- -t- Cu‘ sa F, 

qu’on ehange aisément en . . 

At' -h CV» — E'u' — O, 

en faisaut u = u ± \z ^' ^ , «t F — 5:2 \ZÇF. 
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ces mêmes équations à 

2 A' a! ■+■ Dn -f- Em = o , 

A' a!* -f- {pn -h Em)t i'* 4 - ( Dm — Eri)& — F = 0 , - 
et la transformée en t' et u', à 
A' P = Eu'. 

On simpliiîe encore les équations entre a! et P, en 
retranchant la seconde de la première multipliée par 
*!, et en observant que l'hypothèse C — o donne 

“Dm — En ~ — E ■ 

il vient alors 

uA' A *j- Dn Em ^ o' 1 f 
A'A' — E& — F =5 o 

Enfin l’hypothèse C == o *qui répond \/{ACr=B*, 
étant établie dans les résultats dû n° précédent , lés 
change en 

A' = C + A, 

•.C A \/l(} 

. m ~ C+A' n —C + A' mn C + A' 

Lorsque Dm — = o, on a E— et les équa- ' 
tions (a') ne renfermant plus que l’inconnue peuvent 
ne pas s’accorder ; mais par cette hypothèse et en y 
faisant C =o, la transformée en t et u (p. 188) , 
prend la forme - 

A't> -f- D't = F, 

•t ne contient plus que la coordonnée t. 

128. Tous les cas de l’équation générale 

A Ÿ + Bxy -f- Cx* + Dy + Ex— F, * 
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sont donc compris dans les trois transformée» 

jft* + Cu> = F', 

, Æ'i' — Eu 
A't* -f- D't s= F, 

les deux dernières répondant au seul cas où ^AC = B*, 
et la première à tous les autres. 

Les trois fermes indiquées dans le n° 120, se re- 
troHvenÇ dans les deux premières équations ci-dessus, 
avec la seule dilférerlce que les coordonnées sont main- 
tenant perpendiculaires entre elles ; et pour cette rai- 
son on appelle axes les diamètres auxquels sont alors 
rapportées les courbes que représentent ces équations , 
dont je vais rappeler Jes circonstances principales. 

i°. Si les quantités A' et C sont toutes deux posi-* 
tives, ce qui répond aux cas de l’équation générale, 
dans lesquels 4 AC — B* a le signe -f - , la transformé» 

A't* -f Cu * = F' , 

donnant 



appartient à une eflpse (120). 

On en trouve les demi-axes 01 et OL , fig. 5 a , Fig. 5a. 
en cherchant la valeur de u lorsque t = o, et celle 
de t, lorsque u=o: on obtient ainsi 

°'= V%- 

et représentant ces lignes par a et b , en en ( conclut 
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F' 

F' 


d’où C = — 

a . 

F' 

„ * F ' 

Â r - b '-’- 

* = F 


f* , U* . ,b / 

douf=±:- /û 1 — U*, 

résultat qui est semblable à celui du n° n 5 , et qui 
se construirait de même. 

Le cas actuel comprend aussi réquation du cercle, 
qui se présente quand C — A* , puisqu’alors la trans- 
formée devient 

Afp + ut) = F', ou t“+a» = Ç, 

♦ • 

•ut que les coordonnées sont à angle droit. 

L’équation A!f-\- = F 1 devient absurde quand, 

A' et C demeurant positifs, F' est négative; mais 
elle peut se vérifier en faisant t = o, u=o, lorsque 
F' = o , et ne représente alors que le point où est 
l’origine des coordonnées : c'est l’ellipse réduite à son 
céntre (116). En mettantdans lavaleurde F' (pag. 1 85 ) 
celles de a et de 0 , on exprimera sans peine , par les 
coefficiens de l’équation (1) , la condition qu’elle doit 
remplir pour signifier quelque Aose. 

.3°. Si A ' et C sont de signes différens, ce qui ré- 
pond au cas où 4 AC— B * a le signe l’équation 
en t et u prend nécessairement une de ces formes : 

# A't* — Ou* = F', 

A't* — C'u* = — F' -, 

et si on met pour A' et C leurs valeurs es a été, 
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H vient, après les réductions. 


r u 1 i 

¥~ â» =1 * d’où f— ±- /«“+«*, 

^ n s _ $ 

b*~a>~— 1 * ~ — a V'*' — a\ 


Ces deux équations appartiennent à des hyperboles 
(120); niais la première est traversée par l’axe des t 
et non par celui des u , parce qu’on ne peut y avoir 
1 — o : Ie contraire a lieu pour la seconde. 

Il faut remarquer que quoique la valeur t = y/ b' x 

qui répond à u = o , dans la seconde, Soit imaginaire) 
on ne laisse pas d eleverau centre O , fig. 53, une per- Fi r 3 

pendiculaire OL - \/b*^b, et que, par analogie ’ g ' 
avec I ellipse, on appelle second axe la ligne LL 
double de OL-, mais on en distingue, par le nom d’axe 
transverse, la ligne II' qui rencontre la courbe, ce que 
ne saurait faire la ligne LL'. n 

Lorsque C =s A les axes deviennent égaux, et l’hy- 
perbole est équilatère. 

11 est visible que quand F'=zo , les équations de 
l’hyperbole se réduisent à 


A’ t 1 — ■ C'a 1 = o , ou -+- 



et ne représentent plus que deux lignes droites (118). 
3 °. Quand on a 4 AC— B 2 , la transformée étant 

A't % =E'u', ou t' — ±: 


appartient à une parabole qui rencontre son axe 
Jig. 54 , à l’origine des coordonnées t' et u'. 
Trigonométrie. jq 


IB, 

Fig. £4. 
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Quand £'= o et que les équations (a') (page îgc) 
s’accordent, il vient o, résultat qui, donnant deux 

fois tf = o, indique l’axe IB sur lequel les branches de 
la parabole tendent à se réunir, lorsque E' diminue. 

La dernière transformée 

A'r + D't—F, 

ne donnant aussi pour! que deux valeurs déterminées, 
indique deux droites parallèles à l’axe des u. 

Enfin il est à propos de remarquer que l’équation 

A't'* + Cul 1 — E! u' = o ( 127 ) , 

est commune à l’ellipse , à l’hyperbole et à la para- 
bole ; on a la première de ces courbes quand A et 
C sont de même signe, la seconde, lorsqu’ils sont 
de signes dilférens, et la troisième , lorsque C = 0 . 

Le point sur lequel se trouve l’origine des coordon- 
nées étant placé à l’une des extrémités de l’axe , se 
nomme le sommet. Dans l’ellipse et dans l’hyperbole , 
il y a deux sommets marqués I et figures 5a et 53 ; 
la parabole n’en ayant qu’un seul ,Jig. 54, n’a point 
de centre , et c’est pour cela que son équation ne 
saurait prendre la forme 

A + Cu * = F\ 

îag. Après avoir reconnu par les formules des n“ 
précédens, à quelle espèce de lignes se rapporte tel 
cas particulier qu’on voudra de l’équation générale , on 
a encore besoin, peur tracer cette ligne, d’établir les 
axes des coordonnées de la transformée , par rapport 
aux axes primitifs, et de construire les quantités A ' , 
C , F' ou E' -, c’est à quoi le lecteur tant soit peu ha- 
bitué à particulariser des formules générales , ne sau- 
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Tait éprouver de difficulté : aussi je ne pense pas qu’il 
soit nécessaire, pour des opérations qui ne sont point 
de celles qu’on pratique souvent , d’entrer dans une 
énumération de règles presque toujours effacées de la 
mémoire lorsqu’il arrive d’en avoir besoin ; etl’exemp!* 
suivant , quoique très-simple , suffira d’ailleurs pour 
en montrer l’utilité. 

Soit l’équation 

x y "+■ Dy -f- Ex = F; 

t 

en la comparant à l’équation (i), on en conclura 

A — o, B=i , C^= o, 

4AC= o, B*=l; 

et puisque 4 . AC n’est pas égal à B % , c’est à la trans- 
formée 

A' P -f- Cu l = F* 

que se rapporte le cas que l’on considère. On trouva 
ensuite ( pag. 184 et i 85 ), 

<t=z — D, E, F == F + DE; 

puis (page i 85 ). 



et par conséquent 

iP— iu*=F+DE, ou P—u*—a(F+DE): 
la courbe cherchée est donc une hyperbole dont les 
deux demi-axes sont égaux à \/ü( F+DÊ) , et tra- 
versée par celui des t (128). En remontant aux 
transformations opérées par les valeurs 

x — x + a., y~y'+&, 

x’=;mt — nu, ÿ — nt+mu, 

N a 
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on voit d’abord que l’origine des t et des u répond aa 
Fig 55. point où x—tt,y=-0', prenant donc, fig. 55, les 
distances AA —-D , AA " =— £ , le pointé" sera 
cette origine. Calculant ensuite la valeur de m, ou 
du cosinus de l’angle que forme l’axe des t avec ce- 
lui des x ; on trouvera le nombre , qui répond 

V 2 

à o», 5; et faisant l’angle A' A" B", égal à o»,5, puis 
menant A"C perpendiculairement à A“B" , on aura 
les axes des t et des u ; prenant enfin A m I et 

jy j' y ' + L)É) , on déterminera les sommet* 

/ et V de l’hyperbole qui est le lieu de l’équation 
proposée 

La même marche conduira toujours au résultat, 
pour quelque exemple que ce soit ; et j’ai choisi le 
précédent, déjà traité dans le n°iao, afin de prouver 
que la courbe indiquée dans ce numéro, par ses 
asymptotes , est une hyperbole , et d’en trouver les 

axes (*)• 

Souvent aussi on cherche quelle est la courbe 
douée d’une propriété particulière , qu’on ignore ap- 
partenir à une courbe déjà connue ; mais alors l’equa- 
tion relative à cette propriété rentre dans, quelques- 
unes des équations qui ont été discutées : c est ce que 
montreront les questions suivantes. 

(*) On pourrait déduire immédiatement de l'équation générale 
des lieues du second ordre, l’équation de l’hyperbole, par rapport 
h scs 'asymptotes , en transformant les coordonnées rectangles en 
d'autres dont l’angle soit indéterminé. On introduit alors quatre 
ouantités arbitraires (m3) dont on dispose pour faire disparaître 
les termes affectés de f’, t et u , ce qu. redtut 1 eÇnauon gé- 
nérale du deuxième degré à la forme li'ut = Fi mats on trouve 
que les quantités met » n’ont des valeurs reeUes que dans le cas 
oU ^AC- B' a le signe -, c’est-à-dire pour l’hyperbole seu- 
lement. 
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i3o. Trouver l'équation d'une courbe telle, que si 
l’on mène de chacun de ses points M , fig. 5a, à deux Fig. 5»» 
points fixes , F et F', les droites MF et MF', la somme 
de ces lignes soit égale à une ligne donnée. 

Si on représente par i a la ligne donnée , par sc la 
distance FF* des points fixes , en prenant pour origine 
des coordonnées le point O, milieu de FF*, ensorte 
que OF= O F* — c , et faisant OP—x , PM— y , 
on trouvera 

FP — c — x , F* P = c -f- x. v 
Les triangles PMF , PMF", rectangles en P donnant 

MF = VfP 2 -\- pm\ MF*=Vrp 1 +PM\ 
on obtiendra 

MF — (c — xy-j-y j , MF' = [/ (c-f-xy-j-y*} 

mais en posant MF=z, il viendra MF’ — ia — z, 
puisque par l’énoncé on a, sur toute la courbe 
cherchée , 

MF+MF' = aa, 
et par conséquent 

Z— t/ (c—xy+y* , aa — z— )/ (c+x) , +y\ 

En élevant au quarré , pour faire disparaître les ra- 
dicaux , il en résultera 

z^—c* — 2 cx-f-x s -f-y 2 , 

4a 2 — 4az+z‘=.c*+acx+x 1 +y* ; 

retranchant la seconde de ces équations de la pre- 
mière, il restera 

— fyp -f- iflZ — — 4CX , 
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d'où 

a 1 — ex 

z — : 

a 

Substituant enfin cette valeur de z dans la première 
expression de a 3 , on parviendra à l’équation cherchée, 
qui ser$ , après les réductions , 

c* -f- c % x* — n’c 3 -f- a 3 (x 3 -f-_y 3 ). 

Cette équation n'étant que du second degré , mon- 
tre que la courbe cherchée ne peut être que l’une 
de celles qui ont été discutées précédemment -, et pour 
reconnaître à quelle espèce elle appartient, je donne 
à son équation la forme 

ay -f- (a 3 — c 3 )x 3 ■= af — a 3 c 3 . 

En la comparant alors avec A' t 3 •+• C' u 3 = F' , après 
avoir écrit dans cette dernière y et x pour t et u, on 
aura 

A' — a 3 , Cf — a} — c 3 , F' — a<— aV==:rj 3 (a 3 — t 3 ) , 

d’où l’on conclura qu’elle est celle d'une ellipse , 
puisque c étant moindre que a , les quantités A', C , 
F', sont essentiellement positives (138). En posant, 
pour abréger , a 3 — c 3 = b 1 , il viendra 

ay -f è 3 x 3 = afb\ 

d’où l’on tirera 



Les demi-axes 07 et OL de cette ellipse sont res- 
pectivement a et h; et comme b' , =a‘ — c 3 , on 
tire de là 

c 3 =ç 3 — i 3 , c= /a 3 — b', 
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Ce qui fait voir que lorsqu’on ne connaît que les 
axes II' et LL' d’une ellipse, on peut trouver sur le 
plus grand des deux, les points F et F’, pour les- 
quels MF -f- MF' — IF , en décrivant du point Z,, 
comme centre et d’un rayon égal à la moitié du grand 
axe II' , un arc de cercle ; car aux intersections F et 
F' de cet arc de cercle avec l’axe II ' , on a 

O F = OF' = Vfl— Ul = ]/ a 2 — b*. 

L’énoncé du problème que je siens de résoudre , 
offre donc une propriété commune à toutes les ellipses , 
savoir: que la somme des lignei MF et MF', qu’on 
nomme rayons vecteurs , menées aux points Jixes F 
et F', pris sur le grand axe , et qu’on appelle foyers , 
est toujours égale au grand axe. 

i3i. Cette propriété donne un moyen très-simple 
de trouver autant de points qu'on voudra des ellipses, 
ou même de les décrire d’un mouvement continu. En 
effet, si l’on prend à volonté une ouverture de compas 
FM , moindre que 07, que du point F, comme centre, 
on décrive un cercle avec cette ouverture de compas , 
et qu’ensuite prenant pour centre le point F ' , et pour 
rayon la différence F'M entre le premier rayon FM et 
l’axe II ' , on décrive un second cercle, il coupera le 
premier en deux points M et M ' , qui appartiendront à 
l’ellipïe. En répétant ce procédé avec diverses ouver-r 
tures de compas, on obtiendra de nouveaux points de 
l’ellipse demandée; et si ces points sont un peu mul- 
tipliés, on pourra, en les joignant par un trait libre 
de la main , achever la courbe d’une manière d’autant 
plus exacte , que les points déterminés seront en plus 
grand nombre. 

Lorsque l’ellipse doit être fort grande , ou la trace 
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par un mouvement continu , en fixant aux points F 
et F' , les extrémités d’un cordeau dont la longueur est 
celle de l’axe IF \ on tend ce cordeau par le moyen 
d’un piquet M que l’on fait glisser le long du même 
cordeau , jusqu’à ce qu’il se trouve au point d’où il 
est parti : alors il a tracé l’ellipse demandée. 

Il est utile aussi de se rappeler que la distance e, 
d’un foyer au centre , se nomme excentricité. 


L’équation y = dz - l/a a — x* fournit unè cons- 
truction par points, très-commode dans la pratique. 

Fig. 56. Ayant décrit du centre Ode l’ellipse demandée, Jig. 56, 
deux demi-cercles , l’un sur le grand axe et l’autre sur 
le petit , pris pour diamètres , et mené un grand 
nombre de rayons ON, ON', etc., on abaissera sur 
l’axe IF , les perpendiculaires PN, P‘ N', etc., et on 
mènera par les points R, R', etc. , où les rayons ON, 
ON\ etc. rencontrent le plus petit des deux cercles , 
les droites RM, R! M' , etc. parallèles à JF -, les points 
M, M', etc. que ces parallèles détermineront sur les 
perpendiculaires PN , P'N' , etc. appartiendront à 1 el- 
lipse cherchée. Par l’opération que je viens d’indiquer, 
on n’obtient que la moitié de cette courbe ; mais en 
répétant la construction au-dessous de 1 axe II' , on 
l’aura toute entière. 


Pour reconnaître l’exactitude de cette construction, 
il suffit d’observer qu’en vertu du parallélisme des 
droites RM et JJ' , <on a 

on : oæ :: pn : pm-, 

et puisque ON — a, OR~ b , OP — x, il en ré- 
sultera 

PN = Voïv — ~ÔP — \Za % —x\ 

a : b :: Va'—*' : Mf. 
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d’où 

PM = - l/a 1 — x 2 — V. 
a 

x3a. Je modifierai dans cet article le problème 
que j'ai résolu dans le numéro précédent, et je de- 
manderai qu’on ait MF' — MF— II'=.aa , Jig 5 'j , l , S- 53. 
au lieu de MF- f- MF'— aa ; c’est-à-dire que La dijfc- 
rence des rayons vecteurs. soit constante. En gardant 
d’ailleurs les dénominations de l’article cité, on aura 

MF = Vjv*+~Pm'— z—\Z{c—xy+y, 

MF'= Vpp + ~PM =2 a + z = /(c -f- x) 2 -f-jF, 
d’où on tirera 

Z 1 — C 2 2CX X 1 , 

4a 1 -f- 4 az ~h s* = c 2 2CX “f* ** + J'* ; 

retranchant la première de ces équations de la se- 
conde , on obtiendra 

, . . . . ex — a 1 

4 a -f- 4 az — 4 ex ou z = — - — ; 

et par cette valeur de z, on parviendra à l’équation 

(ef=£y =c ._ 2cx+ x*+y, - 

qui , par le développement , se réduit à 

(c 2 — a 2 )x 2 — ay 1 = a 1 Le 1 — a 2 ). 

Dans le cas actuel , où cf>a , il faut prendre i 2 =c 2 — c 2 , 
ce qui donne 

i 2 x 2 — a 2 _y 2 — a 1 b 1 , 

équation appartenant à l’hyperbole , qui jouit par 
ponséquent de cette propriété , que la différence de 
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203 APPLICATION DE L’ALGÈBRE 
scs rayons vecteurs MF et MF', est égale à l'axe trans- 
vase II', sur lequel se trouvent les foyers F et F'. 

J’ai déjà fait remarquer que cette courbe n’avait, 
à proprement parler, qu’un axe ( 128 ) , mais que pour 
conserver l’analogie, on concevait un second axe LL' 
mené par le point O , perpendiculairement au premier; 
b exprime la longueur OL de la moitié de cet axe , et 
l’équation b 1 = c a — a*, donnant c—\/ a “ -f- F » fait 
voir que pour trouver les foyers F et F', il faut prendre 
les distances OF et OF égales à l’hypoténuse du 
triangle rectangle construit sur les deux demi-axes 01 
et OL. 

133. La propriété dont jouissent les foyers F et F' 
peut servir à la construction de l’hyperbole par points. 
Pour cela, du point F, comme centre, et d'un rayon 
FM, qui ne soit pas moindre que IF, mais d’ailleurs 
quelconque , on décrira un arc de cercle, puis on pren- 
dra un rayon FM plus grand ou moindre que le premier 
d'une quantité égale à IJ', et le cercle décrit sur ce der- 
nier, du point F’ comme centre, coupera le premierdans 
deux points M et M appartenans à l’hyperbole. 

Pour décrire une portion quelconque d’hyperbole 
par un mouvement continu, on assujétit une règle à 
tourner autour du point F', on fixe à l’extrémité R de 
cette règle et au point F, un fil dont la longueur soit 
moindre que F" R de la quantité II' ; on fait ensuite 
tourner la règle en appuyant contre elle , avec un style 
M, le Fil RMF , de manière qu’il demeure toujours 
tendu : le style M trace ainsi un arc de courbe qui ap- 
partient à l’hyperbole dont l’axe est II', et dont les 
foyers sont F et F'. 

134. Je me proposerai encore de trouver F équation 
d’une courbe telle, que chacun de ses points soit autant 
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éloigné de la droite AC, donnée de position, fig. 54 , Fig. 54. 
que d’un point Jixe F , également donné de position. 

Si l’on prend sur la droite AB , menée par le point 
F, perpendiculairement kAC, un point / situé au mi- 
lieu de la distance^// 7 ', ce point appartiendra néces- 
sairement à la courbe cherchée, puisqu’il sera autant 
éloigné de la droite AC que du point/ 1 ’. Faisant 

IF— AI— c , IP = x, PM —y , 

on aura, pour un point quelconque M , la distance 

QM — AP =zAI + IP—c'+x-, 

et le triangle rectangle FPM donnera 

MF— \TP+^W= y/{d — xy+y, 
puisque FP — lF — IP. En développant on trouvera 
MF — j/c' 1 * — 2c'x -j- x* -\-y‘ , 
mais par l’énoncé de la question , QM—MF ; donc 

c -j~ x — l/c' a — ac'x -f- x* 

En élevant au quarré et réduisant , on obtient 
qc'x = — 2 c'x ~hy a ou y a — ^c'x , 
équation à la parabole (128). 

i 35 . Pour construire la courbe d’après la propriété 
que je viens d’employer à la recherche de son équa- 
tion , il faut, d’un rayon FM pris à volonté, décrire 
un cercle , faire AP — FM, et mener par le point P , 
parallèlement à la ligne AC , une droite PM: le point 
M où cette droite coupera le cercle appartiendra à la 
parabole demandée; car il est évident que la droite QM 
étant parallèle et égale à AP , sera égale à FM. 
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Cette même propriété donne lieu à un mouvement 
continu par lequel on trace la courbe. Pour cela, on 
place le long de AC , une règle sur laquelle on fait 
mouvoir une équerre dont l’un des côtés représente la 
droite QE ; on attache au point F l’extrémité d’un £1 
dont la longueur est égale à QE , et dont l’autre ex- 
trémité est fixée au point E •, on tend ce fil par un style 
en l’appliquant contre le côté QE , et le style décrit 
une portion de parabole. 

i 3 fi. La question qui a conduit ci-dessus à l'équa- 
tion de la parabole, peut être modifiée de manière 
à embrasser les trois courbes du second degré. Il suffit 
pour cela de l’énoncer ainsi : Trouver l'équation d'une 
courbe dans laquelle la distance entre un point quel— 
Fig- S?, conque M et le point fixe F , fig. 57 , soit à la dis- 
tance MQ entre le même point M et une droite AC , 
donnée, de position, dans un rapport constant. 

Soit 1 : n ce rapport, et que l’on tire du point F 
sur AC la perpendiculaire Ali ; il est évident que la 
courbe cherchée rencontre cette droite dans un point 
/ , tel que 

IF l Al y. 1 l n; 

ensorte que si on désigne JF par c , il en résultera 
AI = nc'. 

Faisant IPx=x, PM=y, il viendra, en vertu du 
triangle rectangle P MF , de même que ci-dessus , 

A/F= \Z(c'—xy 

et comme QM= AP = AI -f- JP= ne'- f- x , on aura 

v/( c'—xy -fÿ* : ne' + * :: 1 : 

cî’où on tirera 
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ne -f- x — ri \/ (c — x) u -f -y % : 
élevant au quarré , on obtiendra enfin 

«y* -f- (n* — 1) x? — 2 (n + i) ne' x =o.’ 

Cette équation , d’une forme absolument semblable 
à l’équation A't'^-f- C u* — E u' —o , du numéro 128, 
appartiendra à l’ellipse, à l’hyperbole ou à la para- 
bole, selon qu’on aura n^> 1 , n<^i , ou n=i, et 
montre par conséquent que la propriété qui fait le 
sujet de la question proposée, est commune aux trois 
courbes du second degré , par rapport auxquelles la 
droite AC est nommée directrice. 

En donnant à l’équation ci-dessus la forme 

^ + ( 1 -i) Xl “ 2 ( l+ / ] ^) C,X=0, 

et en remarquant que plus n augmente, plus les frac- 
tions — et — diminuent, on verra que dans la sup- 
n* n r 

position de n infinie , elle doit se réduire à . 

_y* -f- x* — 2 ex — o , 

équation qui est celle d’un cercle dont le rayon est c', 
et pour lequel l’origine des abscisses est placée à l’une 
des extrémités du diamètre (g<{). 

137. On a vu dans le n° 128 , que l’ellipse, l'hy- 
perbole et la parabole, peuvent être données par une 
seule équation ; et il est remarquable que celle-ci peut 
aussi se déduire immédiatement de l’une quelconque 
des équations 

y* = b ~, (a 1 — x 2 ) , yr= b -{x>— a 2 ) , 



«o6 APPLICATION t> E l’algèbre 
qui, se rapportant au centre, semblent particulières à 
l’ellipse et à l’hyperbole. Pour cela, il suffit de trans- 
p.orter l’origine des coordonnées, à l’un des sommet* 
F& 53 des courbes que représentent ces équations. En effet, 
si dans les figures 5a et 53, on fait, IP=zx, on aura 
par la première , 

x ou OP = OI — IP — a — x'. 


et par la seconde , 

x ou OP = OI IP =. a x' . 

La substitution de ces valeurs changera les équation» 
rapportées ci-dessus en 

a b % , b’ 1 , a b 1 ,, b* 

y — — * ;i, y* = - — x -f- — x *, 

J a a J a a A 

qui reviendront à 

y i =p x '-h x ' t > y 


si l’on pose = p ; et l’une ne différera de l'autre 

que par le signe de a : l’inspection de la figure 53 
montre aussi que l’abscisse IP étant regardée comme 
positive , l’axe II' est nécessairement négatif. 

En mettant pour i a sa valeur , relative tant à l’ellipse 
qu’à l’hyperbole , il vient 



(i3o), 


pz= 


2 (c a O*) 

a 


03 *); 


mais il est à propos d’introduire la distance IF à la 
place de c qui représente la distance OF', et en fai- 
sant JF— c', on trouve, par la figure 5a, 

> 
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c ou O F = O J — IF=a — c', 
par la figure 53, 

, c ou OF =. OI -f- IF=a-\- c': 
ces valeurs donnent 

Apc — ac' a 4ac' -f- a c'* 

p = — , p = , 

expressions qui ne diffèrent encore que par le signe de *. 
Toutes les deux étant réunies dans la formule 
4ac'rp 2 c' a ,, ac'* 

P = = 4cqr — , 

ont également pour limite 

p = 4c', 

lorsqu’on suppose a infini ; maÎ3 dans ce cas les équa- 
tions 

y* = pxf — x* , 

se réduisant à 

y 1 = px' ou y 1 = A l c x , 

par l’anéantissement de la fraction — , et donnent 

r 2<Z 

ainsi l’équation de la parabole (i34)- 
L’équation 



est donc propre à représenter chacune des lignes du 
second ordre : elle appartiendra à l’ellipse quand a 
sera positif, et au cercle si p — ua, à l’hyperbole 
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quand a sera négatif, et à la parabole lorsque a sera 
infini (*). 

i38. La quantité p se nomme le paramètre : c’est 
dans l’ellipse et dans l'hyperbole une troisième pro- 
portionnelle aux deux axes , puisque sa valeur 

ai* 46 » 

P a 2a 

conduit à la proportion 

2a : ai :: ai : p ; • 

et dans les trois courbes , elle exprime la valeur de 
la double ordonnée qui passe par le foyer. En effet , 
lorsqu’on prend x' = c', il vient 

..a / — P j* _ P ( sac ' ~ c'*) 

y -+-^ c - — m — * 

d’où on conclut 

. . 4ac zïz 2 c' a 

4y*=P ~P, et 2 y=p. 

i3q. Les équations 


[\QC «« Qp * 

(*) L’expression p=- , qui sc rapporte à l’ellipse, pren- 

drait une valeur négative, si l'on y supposait c’> aa, et l'équation 
y* = px — ~ x '* se changeant en 

y * = — pa ' -f- — x ' 1 
J r a u 

appartiendrait h l'hyperbole ; mais c exprimerait alors la dis- 
tance entre le sommet et le foyer le plus éloigné, ou IF',Jig. 53. 

étant 


Digitized by 



A LA GÉOMÉtRlE. 209 

étant mises sous la forme 

y = £;(aar' — x'*), y = ( 3 «^ + x'*) , 

on en déduit les suivantes 

y — p .y 3 _ p 

x' (2 a — x') 2 a* x'(aa-f-x') 2a* 

desquelles il résulte que le quarré de l’ordonnée PM 
est dans un rapport constant avec le produit des lignes 
IP et I'P, qui sont respectivement x' et aa — a/ pour 
l'ellipse , fig. 5 a , x' et 2a -f* x ' pour l’hyperbole , 
Jîg. 53 . Ces distances du pied de l’ordonnée à chacun 
des sommets de la courbe étant nommées abscisses , 
on dit que dans t ellipse et dans l’hyperbole , les quarrés 
des ordonnées sont entre eux comme les produits des 
abscisses correspondantes. 

En effet, si on désigne par X' une abscisse différente 
de x'”, mais toujours comptée du même point , et par 
Y l'ordonnée correspondante , on aura 

V*—£- (a aX'— X'*) , Y* — S- (2 aX' + X'*) , 
aa au 

d’où on tirera 

y : Y % :: x'(aa — x') : X' (aa — X") 
pour l’ellipse , 

y : Y‘ :: x' (aa + x') : X' (aa + X') 

pour l’hyperbole , en supprimant toutefois dans le dernier 
rapport de chacune de ces proportions le facteur com- 
p 

mun — . 
aa 

L’équation de la parabole y = pjd , étant traitée 
Trigonométrie. O 
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de la même manière , donne seulement 



ce qui fait voir que dans la parabole , les quartés des 
ordonnées sont tomme les abscisses correspondantes. 

i4o. Il suit de la comparaison des formules rap- 
portées dans les numéros 120 et 128, qu’il y a pour 
chaque courbe du second degré , au moins deux sys- 
tèmes de coordonnées dans lesquels l’équation de cette 
courbe se présente sous la forme la plus simple : l'un 
de ces systèmes est celui des axes , et l’autre celui de 
deux diamètres conjugués; et je vais montrer qu’il y a 
un nombre infini de systèmes de coordonnées qui jouis- 
sent de la même propriété. Pour le faire, j’appliquerai ' 
la transformation des coordonnées aux équations re- 
latives aux axes. 

J» 

Soit premièrement celle de l'ellipse^* = — (a 1 — x*) , 
qui revient à 

a'y* -f- b'x* = a*i a ; 

j’observe d’abord , qu’il est inutile de déplacer l'origine 
des coordonnées, qu’il faut laisser au centre ; et n’ayant 
à changer que la direction des axes, je prends seulement 

x=zmt-\-pu , y-=.nt-\-qu (12a). 

Je laisse indéterminé l’angle que les nouvelles coor- 
données doivent faire entre elles, et dont le cosinus est 
représenté par h (123), et je ne tiendrai par consé- 
quent aucun compte de l’équation 

mp + nq -f- g (np ■+■ mq) = h ; 
il n’en sera pas de même des équations 
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parce que les coordonnées x et_y étant réciproquement 
perpendiculaires , il en résulte g = o, d’où 

m* + ti* = i , p* -f- q l = 1 : 

des quatr Afuantités 771 , n , p et q , il n’en restera donc 
que deux dont il soit possible de disposer. Eu faisant la 
substitution des valeurs de x et de y», dans l’équation 

a y -f 6*x* = o*6», 

•n obtiendra 


(aVi*-f~6*m*) t*-f-a {a'nq -f-6*mp)ut-f- (o*q*+i*p*) u’=o*6* ; 
et pour simplifier cette dernière, je poserai 

o* 7 iq -f- 6*mp = o t 

ce qui la réduit à 

(0*71* -J- 6*771*) t* -f- (a*q* -f- 6’p*) u* = a*6*. 

Pour comparer cette équation avec 
a'*t*-f 6'*u* = a'*6'*, 
on les mettra sous la forme 


o* 7 i* -f 6*771* , o’q* + by _ % 

1 + FF “^= lj 


*■ u* _ 

6'* + o'* — 1 ’ 


elles ne pourront alors devenir identiques , indépendant» 
ment de t et de u, que par la supposition de 

1 _ a*n“ -f- 6*771* 1 a“g* -f- by 

F* ~ ô*5“ * ë 7 * “ o*6* * 


Ce qui donnera 


6 '* 


a*6* 

0 * 71 * -j- 6 * 771 * * 


a'* 


o»6* 

a“q“ -f- 6“p*‘ 
Os 
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APPLICATION DE L* ALGÈBRE 
Pour s’assurer de la possibilité de cette transforma- 
tion , il faut voir si la détermination des quantités m, n t 
p et q, n’est sujette à aucune exception. L’équation 

c*nq -f- b*mp — O, ^ 
mise sous la forme 

n q b * 

mp 

fera toujours connaître le rapport de p à q, ou celui 
de tji à n. bi on en tire 

b 1 m 
’bTi' 




q _ m 

i ; — 


et si , pour abréger , on fait 

b m 

a J n r> 

il viendra 

q=pr; 

substituant dans p* -+- q 1 — i , on en déduira 
p»(i + r*) = i, 
d'où l’on conclura 


P = 




\Zi+y 


expressions quidemeureront toujours réelles , quelle qne 
soit r. L’équation m* -f- n* = 1 ne pouvant déterminer 
qu’une des deux quantités metn, laisse absolument in- 

détefminé le rapport — qui entre dans les expressions 

de p et de q, lesquelles, par cette raison, deviennent 
susceptibles d’une infinité de valeurs différentes : il y a 
donc en effet une infinité de systèmes de coordonnées 
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dans lesquels l’équation de l’ellipse a la forme 
a'H a + b'* u* = a'W 1 , 

absolument semblable à celle de l'équation aux axe» 

-J- b*x % = cfb* , 

» 

i^i . En opérant sur l’équation de l’hyperbole 

y % = (x* — a 1 ) ou a'y* — = — a a i* , 

comme je viens de le faire sur celle de l’ellipse, on 
aura successivement 

(a*/j a — i a m“) t* -j- a (a a nq — é a mp) u I - f- (a a q a — 2>*p a ) «“= — a' J Z>\ 
a a nq — è a mp — o, 

& a m a 4 , a'q' — by 

* -I ^ “ -1> 

et comparant la dernière équation à- 
£_ a“ _ 

y» “ 1 a'* — 1 > 

on trouvera 

*'• — °° — g ° 

a*n* — è a m* * a*q a — é a p a ’ 

Les expressions de p et de q seront de la même forme 
dans ce cas-ci que dans le précédent , et pourront don- 
ner par conséquent une inGnité de valeurs, d’après celles 

qu’on assignera au rapport ^ : on sera donc fondé 

à tirer pour l’hyperbole une conclusion pareille à 
celle qui vient d’ètre énoncée pour l’ellipse. 

142. Je passe à la parabole -, son équation y i =^c'x, 
pe peut être transformée en une autre qui lia soit sem- 



ai 4 APPLICATION DE L’ALGÈBRE 
blable, par les formules 

x = mt-f-pu, y = nt -f- qu. 

On obtient en effet la résultante 

n't % -(- 2 nqut -f- = ^c' ( mt -4- pu) , 

de laquelle il faudra faire disparaître I«s termes» 
affectés dè t % , ut et u , ce qui s’effectuerait en posant 
n=o, p = o ; mais il s’ensuivrait m= î , q=\ , x—t, 
y— u, et l’on retomberait sur les cordonnées primitives : 
il n’en sera pas ainsi en déplaçant en même temps l’ori- 
gine. Si l’on substitue à x et à y leurs valeurs les 
plus générales, 

mt-f-pu + a, Ht sa), 

il vient alors 

nV -f- 2 nqut -f- q*tt* 1 

-f- 2(3 (nt -f- qu) — 4 e ’ ( mf + P“) [=o. 
-M*— 4<tc' J 

Pouvant disposer maintenant de quatre quantités , à 
cause des deux nouvelles indéterminées <* et j3 , on 
fera disparaître les termes affectés de ut, de t, et 
les termes indépendans de t et de u , en posant 

anq = o , a(3n — ^c'm = o , /S* — 4‘* c, = 0 - 

La première de ces équations peut être satisfaite de 
deux manières : soit par n=o , soit par q= o ; mais 
n= à donne m= o, dans la seconde équation , ce qui 
ne saurait s’accorder avec l’équation m‘ -f- n* = i . En 
adoptant la valeur q = o , le terme q’u* s’évanouit , 
et il ne reste que 

nH*~Âc'pu ou t 3 = 

équation semblable à celle qui se rapporte à l’axe de la 
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«ourbe. La supposition de <7 = 0, introduite dans l'équa- 
tion p 1 -f- q* = l , donne 

p=z±.i; 

de a/3 n — i,cm = o , on tire 
n ac 
m fi * 


et cette équation , combinée avec m* •+• n* = x , déter- 
mine n et m. L’équation jS* — 4&c' = o, détermine» 
aussi cl .lorsque /3 est connu ; mais cette dernière quantùt» 
reste susceptible de telle valeur qu’on voudra. 


i 43. Les remarques précédentes conduisent à cette 
question : un diamètre quelconque étant donné , trouver 
la position de son conjugué. On la résoudra en obser- 
vant que lorsque dans la figure 5o du numéro 12a., 
l’angle CAB , ou celui que font entre eux les axes des Fig. 
coordonnées primitives x,y, est droit, les triangles 
P' A" R et P"MQ deviennent rectangles , l’un en R, 

A" R 

l’autre en’ Q ; d’où il suit que m = • représente 

JT. A 


le cosinus de l’angle P U A W R ou B" A" B 1 , et que 

P"B . . P" Q 

en eft smus ; que P~~piïyj représente le 

cosinus de l’angle MP” Q ou C" AT B' , et que q == 
en est le sinus. 

Si l’on rapporte ces mêmes dénominations sur les 
figures 58 et 5g , en prenant IJ' pour l’axe des x , p ig 5 
OF pour celui des t, et OH pour celui des u , il «Sa-, ' 
viendra 


n 

m 


sin FOI 
co* FOI 


— tang FOI , 


d 

P 


sin IIOI 
cos II O t 


3= tang IIOI y 
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et comme les équations 

o*n <7 -J- b*mp o , 
a‘nq — b'mp = o , 

obtenues dans les a"' i4° et 141 , peuvent être mises 
sous la forme 

n q b 1 

m p h d‘ t 

il en résultera 

A* 

tan g FOI. tang HOl = qp — , 

le signe supérieur se rapportant à l’ellipse , et l’infé- 
rieur à l’hyperbole : on déterminera donc aisément 
l'un des angles FOI et IIOI, quand l’autre sera connu. 


Fig. 58. 


i44. On peut substituer dans l’ellipse , Jig. 58, aux 
angles FOI, HOI , les coordonnées des points F et 
//; car si l’on désigne 


il viendra 


OE par a, EF par B, 
OG par a!, GH par B', 

_ _ _ EF B 
tang FO/=_ = -, 

CH B' 


tang HOI UG 

et par conséquent 

B 

a. ’ a! a Â * 

ce qui donne 

a z BB' + b*it*' = o , 

équation qui, jointe à celle de l’ellipse, 
q“/S' + bW — rfb * , 
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fera connaître soit * et fi , soit a.' et fi ’ , c’est-à-dire 
l’un des points F, H , quand l’autre sera donné. 

Dans l’hyperbole ,Jig . 5q , et et £ n'appartiendront Fig. 5g. 
plus à un point de la courbe, puisque le diamètre 
OF ne la traverse pas j niais comme il ne s’agit ici 
que de la direction de ce diamètre , on peut prendre 
au beu du point F, le point R, correspondant à l’ab- 
scisse O/, et faire en conséquence 


et = OI ~ a , 
ce qui donnera 


fi = //î. 


d'où 


/S fi fi r b* 
b a ’ a cl a* * 

afifi'—b*a.' = o. 


En déterminant fi par son moyen , cette équation 
fera connaître le point R , mais il faudra la combiner 
avec 

tr'/S' 2 — &*<*'* — — a'b* , 
si c’est le point H que l’on cherche. 

1 45. Dans la parabole , on a q — o ; il suit de là que 
l’axe des u, OH,Jig. Go, est parallèle à celui des x , pjg. 6^, 
et que sa position ne dépend que du point O, où il ren- 
contre la courbe. Ce point se trouve déterminé par 
la quantité «t, laquelle représente évidemment l’ab- 
scisse JG , qui répond, sur l’axe JB, au point de la 
courbe où l’on a en même temps i = o, u — o; et 

l’équation ~z=~ donne alors la tangente trigonomé- 

trique de l’angle compris entre l’axe des t et celui des u. 

Je ferai remarquer en passant, que lorsqu’on a 
trouvé la position du diamètre qui est le conjugué 
d’un diamètre donné, on a celle de la tangente de la 
courbe, au point où elle rencontre ce dernier, point 
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Sl8 APPLICATION DE L’aLGÈBRI 
qu’on peut prendre arbitrairement. En effet (121); 
dans l'ellipse et l’hyperbole ,fig. 58 et 5 _q , le diamètre 
O F est parallèle à la tangente HT ; et dans la para- 
. bole^g'. So, ce diamètre est lui-méme tangent à la 
courbe en O. 

Réciproquement, quand on sait mener la tangente 
dans un point quelconque de la courbe, on en conclut 
sur-le-champ la position du diamètre conjugué. 

146. Dans les équations 

d x t x + b' x u x = d x b' x , a' x t * — b' x u x = — a r, b'\ 

dont la première appartient à l’ellipse , et la seconde à 
l’hyperbole, les lettres a' et b' représentent les deux 
demi- diamètres conjugués -, en effet, quand t = o, il 
vient , 

u — a' ou OH — a , Jig. 58 et 5 g ; 
et lorsque u — o , il vient 

t x =b' x , ou t* = — b'*, 

ce qui donne , pour l’hyperbole comme pour l’ellipse , 
OF =. b' (128). 

Il est facile de voir que les quantités m, n, p, q, peuvent, 
au moyen des équations m x -f- n % = 1 , p x -f- q* = 1 , 
et de cr.’les qui résultent des expressions de a' 1 et 
de b'*, être éliminées de l’équation de condition qui 
détermine la position respective des diamètres conju- 
gués , et qu’on doit parvenir à une relation entre ces 
lignes et les demi-axes. Le calcul s’effectue fort sim- 
plement de la manière suivante : 

' On tire d’abord des expressions de a' 1 ' et b’ x , rela- 
tives à l’ellipse 04 °) » le* équations 

e' a cV -f a' x b x p x = a x b % , b' x a x n x -f b' x b x m x — a x b x -, 
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et en y joignant respectivement 

< 7 * + P* = 1 > n* + m* = 1 , 
on aura deux systèmes d’équations, l’un en q' et p 2 , 
l’autre en 1 1* et m 2 . La premier système donne sur- 
le-champ, 

t _ q 2 A 2 — o^A 2 _ A 2 (a* — q' 2 ) 

9 a'V — a ' 2 A 2 a'* (a 2 — Z» 5 ) * 

t __ a /J a* — c 2 A 2 a 2 (a'* — A*) 

P a' s a j — a' 2 A 2 a , 2 (a* — A 2 ) 


pour obtenir n 2 et m. 2 , 
ces valeurs , et il vient 

a 2 = 
m 2 = 


il suflit de changer a' en A' dan» 

b* (a 1 — b'*) 

= A ' 2 (« 2 — A 2 ) ’ 
a =(A' 2 — -A 2 ) 

: A' 2 (a 2 — A 2 )’ 


Cela posé , l’équation de condition (14°) 


(fnq -f- b*mp = o 
revient à a*nq = — A*mp , 

et en la quarrant, on obtient 

ahfq* — b*rrv‘p % . 

Si l’on substitue dans cette dernière , les valeurs de n*, 
m 2 , q 2 , p 2 , on pourra effacer les dénominateurs ; car 
ils seront les mêmes dans les deux membres ; et on aura 


(a 2 — a' 2 ) (a 2 — A' 2 ) = (a ' 2 — A 2 ) (A ' 2 — A 2 ). 

Développant, réduisant et décomposant en facteurs , 
il viendra 


(a* — frt) — (a 2 — A 2 ) (a ' 2 Z/ 2 ) = o ; 

puis supprimant le facteur commun a 2 — A 2 , on trou- 
vera enfin 

o' 2 + A' 2 = a 2 -f A 2 , ou ÔZ + ÔZf = Ô 7 + ÔZ* 
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•Les expressions de a' 1 et de b' 1 , relatives à l’hy- 
perbole 040. conduisant aux équations 

d % a‘q i — a'*b*p x = — a a 6\ i'Vn 1 — è' 3 iVn 3 — a'b* , 
•t l’équation de condition étant 

a'nq — b*rnp — o , 

on voit qu’il suffira d’affiecter b 1 et b' 1 du signe — , 
dans le calcul précédent , pour l’approprier au cas 
actuel , et qu’on en tirera par conséquent 

d x —b' l —a*—b\ ou ÔF- ÔH = Ôl— ÔZ\ 

donc la somme des quarrès des demi-diamètres conjugués 
dans V ellipse , ou leur différence dans t hyperbole , est 
égale à la somme des quarrès des demi-axes , ou à leur 
différence. 


Si on multiplie entre elles les expressions de 
a.' 1 et de b' 1 dans l’ellipse, on obtiendra 

a '>b'* — , 

a'n’q 1 -j- a'b’ri'p* -f- a*6*m*q* -(- ’ 

mais en quarrant l’équation a*nq -f- b'mp = o, il vient 


ou 


<dn’q a -f- s a*b*mnpq -f- b*m l pè = o, 
a^n , q i -}- dm*p x — — 2 a*b*mnpq ; 


et avec cette valeur on fera disparaître le premier et le 
dernier terme du dénominateur de l’expression de d % b' % , 
qui deviendra 


a'*b'* = 




tfb*ri*p i — 2 a % b*mnpq -J- a x b x m % q m 

a?b % 

( np — mqY ’ 


prenant de part et d’autre la racine quarrée, on aura 


* 
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a' b' = — — ou a b' (np — mq) ss ab. 

np — mq v r 

Il est important de remarquer que la quantité np — mq 
n est autre chose que le sinus de l’angle que font entre 
eux les deux diamètres conjugués OFe t OH; car net m f »g. 58. 
étant le sinus et le cosinus de l’angle FOI , q et p le 
sinus et le cosinus de l’angle HOI , la formule 


sin FOH = sin (FOI + ROI ) 

= sin FOI cos HOI -f cos FOI sin HOI ( 1 1 ) , 

donne , . , 

sin FOH — np — - mq , 

si l’on fait attention que l’angle HOI tombant au-des- 

b a mp . 


a*n * 


sous de l’axe IT a un sinus négatif, q — ■ 

qu’il faut rendre positif dan* cette formule , et prendre 
par conséquent — q au lieu de -f- q : on aura donc 


a b' sin FOH— ab. 


Il est facile de voir que si du point F on abaisse sur OH 
la perpendiculaire FQ , on aura 

FQ = O F sin FOH = b' sin FOH } 

et que par conséquent l’aire du parallélogramme 

FH=OHXFQ = a' b' sin FOH : 

on doit donc conclure de ce qui précède, que le rectangle 
formé sur les demi-axes a et b , ou 01 et OL , est égal 
au parallélogramme F H , formé sur les deux demi- 
diamètres conjugués OF et OH. 

On reconnaîtra que la même propriété a lieu dans 
i'byperbole, en formant de même le produit a' a i' a ; mais 
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Fgi. 5 g. il faudra prendre garda que dans la figure 59, l’anglé 
FOU — FOI— HOI. 

On déduit de là cette propriété remarquable : qua 
les parallélogrammes circonscrits à l'ellipse , ou ins- 
crits entre les deux parties opposées de ! hyperbole , sont 
tous égaux au rectangle des axes , puisque ces parallé- 
logrammes , ainsi que le montrent les figures, sont com- 
posés de quatre autres parallélogrammes égaux , cha- 
cun , au quart du rectangle des axes , exprimé par £,ab. 

. 48 . Si on désigne par s le sinus de l’angle FOH } on 
aura l’équation 

. v •a' b' s — ab , 
que l’on combinera avec 

o' 3 4- £'* = a % 4- 6* 
dans l’ellipse, et avec 

a' 3 — b'* — a* — b* 

dans l’hyperbole , pour trouver les demi-axes a et b , 
lorsqu’on ne connaîtra que deux demi-diamètres con- 
jugués , et l’angle qu’ils font entre eux. Quand on aura 
les axes , on arrivera facilement aux angles qu’ils font 
avec les diamètres conjugués , en se servant des expres- 
sions de q 3 , p 3 , m 3 , n 3 , rapportées dans le n* 146- Ces 
expressions donnent 

q 3 _ i‘(o 3 — a' 3 ) n 3 _& 3 (o 3 — è' 3 ) 

P~a % ia*—b*) > m* a 3 ( b'.‘ — é*) ’ 

et parl’extraction delà racine quarrée, on parvient aux 
tangentes des angles HOI , FOI. 

Une remarque qui se présente aisément, et que je 
ne dois pas omettre , c’est qu’il y a dans une ellipse 
quelconque deux diamètres conjugués égaux entre eux. 
Eu effet , si dans les équations 
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à '* -f- £'* = a® -f- 6* , a' b' s =z ab , 
on suppose a' = b’, on en tire les valeurs 
a* -f- i® ab o.ab 

qui font connaître la grandeur de ces diamètres et 
l’angle qu’ils comprennent entre eux. La supposition 
de a' — b' dans les valeurs de q®, p®, n® et m®, rend 
égales la première et la troisième, la seconde et la 
quatrième ; on a donc tout ce qu’il faut pour déter- 
miner, par rapport aux axes, la position de ces dia- 
mètres. 

Lorsqu’on y rapporte l’équation de l’ellipse, elle 
prend la forme 

t‘ + u® = a'*, 

€t devient semblable à celle du cercle -, la seule diffé- 
rence qui subsiste est l’obliquité des coordonnées t 
et u; aussi peut-on construire cette ellipse, en incli- 
nant les ordonnées du cercle sous l’angle que font les 
diamètres dont je parle : de là résulte un procédé assez 
«impie pour tracer une ellipse par points, lorsque l’on 
connaît ses diamètres conjugués égaux. 

Je laisserai au lecteur le soin d’effectuer les cons- 
tructions des expressions rapportées ci-dessus. Ce que 
j’ai dit me parait remplir le but que je m’étais pro- 
posé , savoir : de montrer comment on peut déduire 
les principales propriétés des lignes du second degré , 
par une méthode vraiment analytique, et indépen- 
dante des constructions géométriques. 

i4,9- Ce n’ es t pas seulement en les rapportant à un 
axe des abscisses , par des ordonnées parallèles entre 
elles -, comme on l’a vu jusqu’ici , que les courbes 
peuvent être définies par des éqiàtions j il est à propos 


I 
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324 APPLICATION DE L* ALGÈBRE 
de remarquer que tout système de lignes , propre à 
déterminer les difFérens points d’une courbe , peut 
également en fournir une équation caractéristique. 

La relation \ 


a 4 — ex ex 



obtenue dans le n° t5o, entre le rayon vecteur FM~z , 
Fig. 5i.Jlg • 5a , et l'abscisse OP = x , peut être considérée 
comme telle , par rapport à l'ellipse. On en déduit 
une construction très-simple de cette courbe ; car en 
se donnant x, on obtiendra par des lignes proportion- 

' CJC 

nelles la quantité , çt retranchant cette quantité 

de a , on aura z ou FM ; ensuite , du point F, comme 
centre, et d’un rayon égal à FM , on décrira un arc 
de cercle quLcoupera la perpendiculaire PM dans 
un point M appartenant à l’ellipse. Si l'abscisse tom- 
bait dans la partie 01' de l’axe, x devenant négatif, 

ccc 

il viendrait pour ce cas z = a -) . 

Cette équation diffère des précédentes en ce que 
l’ordonnée , au lieu d’ètre constamment parallèle à une 
même droite, change sans cesse de direction , et n’est 
assujétie qu’à passer par un point donné ; aussi l’équa- 

CJC 

tion z — a , quoique du premier degré , n’ap- 

partient plus à une ligne droite, comme lorsque ses 
coordonnées sont respectivement parallèles à des axes 
fixes. 

Dans le système que je considère maintenant, il est 
assez naturel de placer l’origine des abscisses au point 
JP, duquel partent les nouvelles ordonnées ou les 
rayons vecteurs, et de remplacer, en conséquence, 
OP = x par FP ce qui donne 

x 


A 
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x ou OP = OF—s'FP ~c — x', 

c(c r) £2* — c 1 ex' 

et z = û -= f-- — ; 

< a a a 

Mettant 6“ au lieu de a* — c*, on aura 

é* -f- ex' 

2 — . 

a 

Enfin le plus souvent , on introduit l’angle ÏFM à 
la place de l’abscisse x' , ce qui se fait en observant 
que dans le triangle rectangle FMP on a 

FP — F Di cos P FM , d’où ot? — — z cos IFM (a3) ; 

nommant donc < p l’angle IFM, on obtiendra 

— czcosa A* 

Z = , OU Z = ; . 

a a-f-ccosip 

Cette dernière équation est d’ün grand usage dan» 
l’application de l’analyse à l’Astronomie : on la nomme 
équation polaire, comme toutes celles dont les or- 
données partent d’un même point, qu’on appelle le 
piile de la courbe. 

L’équation z = — — , relative à l’hyperbole 

'( i3a) , étant soumise aux transformations précédente», 
devient successivement 


c* — a a — ex' b a — ex' 



b * — cz cos ? • A* 

Z = ' , OU Z=i ; •. 

a o + ccosf 

Dans la parabole , en faisant FM — z, fig. 54 , et 
à cause que FM — QM (i34) , on a 

. z — r c' -f- x ; 

Trigonométrie - E 
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mais x représentant IP , il vient 

x = IF—FP = c'—xT, 


d’où 


a =2c' — x', 
s = ac' — acos f, ou i 


ac' 

i -f- cos p 


i 5 o. Les trois équations polaires obtenues ci-dessus 
peuvent se lier entre elles , en introduisant dans les 
deux premières , au lieu du second axe b , le para- 
mètre , d’après lequel on a jap (137). Par cette 
substitution , l’équation de l’ellipse , se changeant en 


z = 


jap 


ÏP 


a -f- c cos f 


i-f-- cos? 
a 


devient celle de l’hyperbole , quand a est négatif et c>a 
(*), celle de la parabole, quand on fait c=a et a 
infini , cas où p = 4 c'. 

C 

On peut encore faire - ~e , ce qui donnera 


p = aa(t — e a ), 


s== a(» — e») 

1 -f* ecos <p' 


Sous cette forme, on aura l’ellipse quand e< 1 , le 
cercle , si e = o ; l’hyperbole , si e > 1 , et que a soit 
négatif ; la parabole , si e = 1 , et que a soit infini. 

Enfin si l’on veut chasser a du résultat précédent, 
et le remplacer par la distance du sommet au foyer , 
On emploiera la relation c = a — d (t 3 y) qui donne 

, j. , c' 

ae = a — c, d ou a = , 

r — e 


(*) p doit être pris alors pour le supplément de îFM,Jig. 53. 


( 
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c'O -r g) 
i 4- e cos 9 


uvj 


i 5 i. Les propriétés fondamentales de l’ellipse, de 
l’hyperbole et de la parabole , énoncées dans le n° i 3 g , 
et qui ont lieu soit par rapport aux axes, soit par 
rapport aux diamètres , se retrouvent dans les diffé- 
rentes courbes qui résultent de l'intersection de la 
surface conique par un plan quelconque. En voici 
les démonstrations synthétiques. 

Soit ASB ,Jig. 61 , un cône quelconque à base cir- Fig. 61. 
culaire, c’est-à-dire le corps terminé par la surface 
qu’engendre , en glissant sur la circonférence du cercle 
ACBD, une droite assujétie à passer par le point S, 
dans toutes les positions qu’elle prend. i°. Il est évident, 
que si l’on coupe ce cône par un plan quelconque CSD, 
mené par son sommet S , on obtiendra deux lignes 
droites qui répondent aux deux positions prises par 
la droite génératrice, lorsqu’elle est par enue suc- 
cessivement aux points C et D , dans lesquels le plan 
CSD rencontre la circonférence ACBD. 2 0 . Si le plan 
coupant est A'CB'D ' , parallèle au plan de la base 
ACBD , la section sera un cercle , ainsi qu’il est aisé 
de s’en convaincre , en concevant qu’on ait mené par 
le point S et le centre de la base , l’are SO du cône 
proposé, et que l’on ait fait passer par cet axe deux 
plans quelconques ASB et CSD , dont les intersections 
respectives avec ACBD , A'CB'D' soient AB et A' B ' , 

CD et CD' ; car on aura alors les triangles semblables 
, COS, CO'S, 

qui donneront 

co : co' :: so : so' , 

et les triangles semblables A OS, A’ C/ S, qui donneront 

ao : A' 0' :: so : so ' , 

P a 
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«t puisque par construction AO = CO , on aura 

A' O' = CO' , 

ce qui prouve que tous les rayons de la section A'CB'D’ 
sont égaux, quelle est par conséquent un cercle. 

Il est à propos d’observer que la surface du cône 
s’étend indéfiniment, soit au-dessous du plan de la base 
ACÈD , soit au-dessus de son sommet S, puisque 
rien ne limite la longueur de la droite génératrice j et 
il est aisé de sentir que la partie Sb du prolongement 
de la droite SB , décrit un second cône , placé dans 
une situation inverse du premier. 

r5a. Ces préliminaires étant posés, concevons que 
le plan coupant ne soit plus parallèle à la base ACBD 
du cône , mais qu’il rencontre cette base suivant une 
Fi . 6a droite GH , fig. 62 ; j’abaisse sur cette ligne , du 
centre O , la perpendiculaire OG , par laquelle je fais 
passer le plan triangulaire ASB. Il est visible que si le 
plan coupant rencontre en même temps les deux côtés 
j g/} t et que par conséquent il n’entre point dans 

le cône supérieur aSb , la section JM1 m sera une 
courbe fermée ou rentrante en elle-même. 

Cela posé, je mène, parallèlement à ACBD , deux 
plans EMFm , E'M'F'm ' , qui rencontreront en même 
temps le plan coupant IMI'm : les communes sections 
des deux premiers avec le troisième, représentées par 
Mm. M'm! , seront parallèles à GH , et par conséquent 
perpendiculaires aux lignes EF et E'F', qui sont pa- 
rallèles entre elles , comme étant les communes sec- 
tions des plans EMFm , E’M’F'm' , par le plan ASB. 
Les courbes EMFm, E'M’F'm' étant des circonfe- ' 
rences de cercle (n° précéd.), on aura 

pm = ëp xfp, FF X FP ï 
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mais la ligne II', commune section des plans ASB et 
IMI'm , formant avec les lignes EF, E'F' et les côtes 
du cône, les triangles EIP, Ef IP' , semblables entre 
eux , et les triangles FI' P , FTP' , aussi semblables 
entre eux , les deux premiers donneront 

ep : e'P' :: ip : jp', 

et les deux autres, 

fp : F' P' :: i'p : ip'-, 

multipliant ces proportions par ordre , on aura 

epxfp: e'p ' x FF ::7px.fp:7F xTF k 

et substituant à EP X FP et E'P'X.F'P', leurs va- 

— X ■ X 

leurs PM et P'M', on obtiendra 

pm\ p'M' TpxFp-.TFx FF, 

proportion qui exprime la propriété caractéristique de 
l’ellipse, énoncéç dans le n* i3g. 

1 53. Il est à propos de remarquer que si le triangle 
SU' était semblable au triangle SAB , sans que la ligne 
II' fût parallèle à AB, ce qui aurait lieu si l’angle SIC 
était égal à SAB , alors SI'I le serait à SBA, les trian- 
gles EPI et FI' P devenant aussi semblables entre eux , 
comme les précédens -, donneraient 

1 

ep:cp::ip:fp, oh FpxFp=FpxJp -, 

et parce que dans le cercle EMFm on a 

Fm'=~ëp x Fp, 

on aurait aussi 

pli — Fp x ip. 

ka section IMI'm. serait donc elle-même un cercle dan» 
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ee cas, si les ordonnées PM étaient perpendiculaires au 
diamètre JI' -, mais pour qne cette dernière condition 
soit remplie, il faut que la commune section GH du 
plan coupant et de la base du cône, soit perpendiculaire 
à-la-fois sur la droite GA et sur la droite G/, c’est- 
à-dire , qu'elle soit perpendiculaire au triangle SAB 
mené par l’axe, et que par conséquent celui-ci soit lui- 
même perpendiculaire au plan de la base du cône et au 
plan coupant. Lorsque ces circonstances se rencontrent 
ensemble, le plan coupant est dit antiparallèle à celui 
de la base ; et il en résulte que dans un cône à base cir- 
culaire, la section antiparallèle à cette base est un 
cercle , de même que la section parallèle. 

i54. Si le plan coupant était, par rapport aux côtés 
Fig. 63. d* 1 cône , dans la situation que représenté la figure 63 , 
c’est-à-dire qu’il pût rencontrer en même temps les 
deux cônes opposés, il formerait dans chaque cône une 
courbe indéfinie , puisqu’une fois entré dans le cône , 
ce plan ne saurait plus en être dégagé. Les deux cônes 
opposés ne formant , à proprement parler , qu’une seule 
surface , les deux courbes KIk et KTk' doivent être 
regardées comme n’en composant qu’une seule. Il est 
facile de reconnaître déjà une ressemblance marquée 
entre cette courbe et l’hyperbole ; mais pour prouver 
leur identité, il faut de plus retrouver dans la pre- 
mière une des propriétés caractéristiques de la seconde. 
En supposant que le plan ASB soit déterminé comme 
dans le numéro i5a, qu’on ait mené le plan EMFtn 
parallèle à ACBD , et tiré les droites II', Mm, M'm', 
qui sont les communes sections du plan coupant avec 
les trois plans ASB , EMFm , ACBD, on comparerai* 
triangles EIP, AI P", qui donneront 

ep : AP' :: ip : ip', 
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et les triangles semblables FI' P , BTP', qui donneront 

fp : bp 1 :: FP : fp' -, 

multipliant ces deux proportions par ordre , il viendra 

_____ t* v 

ep x fp : ap’ x bp' :: ip x i p : ip' x ip'; 

mais à cause que les sectièns EMFm et ACBD sont 
des cercles, dont les diamètres EF et AB sont per- 
pendiculaires aux lignes Mm et M'm', par construc- 
tion, on aura 

EP X ~FP = PM, ~ÂP‘ X BP' = P'M'] 

, « 

et par conséquent 

pm : p m w Ip xfp x Tp 7 , 

proportion dans laquelle se trouve exprimée la propriété 
caractéristique de l’hyperbole, énoncée dans le n° i3g. 

i55. Il me reste encore à examiner le cas où le plan f; g . gj. 
coupant serait parallèle à l'un des côtés du cône , ainsi 
que la montre la figure 64 . Il ne pourrait alors rencon- 
trer qu’un seul des deux cônes opposés-, mais il ne s’en 
dégagerait jamais, ensorte que la section MIm serait 
une courbe ouverte et indéfinie , comme la parabole , 
avec laquelle je vais prouver qu’elle est identique. Les 
plans AS B , EMFm , ACBD , étant menés dans les v 

mêmes conditions que ci-dessus, le parallélisme des 
lignes IP' et SB , donne 

FP = BP 1 -, 

d’un autre côté, les triangles EIP , AIP', étant sem- 
blables, conduisent à 

ep : ap' :: ip : ip' -, , 

multipliant l’un des termes du premier rapport par FP, 
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» 

l'autre par BP ' , il viendra 

epx’fp: ’âp' x.'ôp' :: jp : jp ' ; 

mais dans les cercles EMFm et ACBD , on a toujours. 

PJÏ'=~EP XFP, P'M' = ~ÂP X TF : 
on aura donc 

PM : P'M ' 1 :: jp : ip\ 

proportion qui n’est que l’expression de la propriété ca- 
ractéristique de la parabole, énoncée dans le n° i 3 g. 

i 5 £. Les circonstances dans lesquelles les lignes du 
second degré changent de nature , peuvent aussi se voir 
dans le cône. En effet , si le plan coupant passe par le 
sommet, sans entrer dans le cône, la section se ré- 
duit à un point qui correspond à celui qu’on a re- 
marqué dans le n° 1 1 6. 

Quand le plan coupant, passant toujours par le som- 
met, entre dans le cône, on a deux b'gnes droites ; et 
si on écarte ensuite le plan coupant du sommet du 
çône , en faisant mouvoir ce plan parallèlement à lui- 
même , on obtiendra une suite d’hyperboles , ayant , 
pour asymptotes les droites ci-dessus, rapportées, ou 
projetées, sur le plan de la courbe, par des perpen- 
diculaires à ce plan (118 et 128). 

Enfin quand le plan coupant est parallèle au côté 
du cône , s’il passe par le sommet , il ne fait plus 
que toucher le cône suivant une ligne droite, mais 
qu’on doit regarder comme double ; car elle est la 
réunion des deux parties de la parabole, qui s’appro- 
chent sans cesse par le rétrécissement que subit cette 
courbe , à mesure que le plan coupant s’approche de 
son contact avec le cône (119 et 128). 

D'un autre côté, plus on éloigne du sommet du 
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cône , mais toujours parallèlement à son côté , le plan 
coupant, plus la parabole s’ouvre ou s’élargit vers son 
sommet , et tend par conséquent à s’approcher de la 
Jigne élevée par ce point , perpendiculairement à son 
axe. 


\5y. Je vais examiner à présent les propriétés des 
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes 
du second degré. Pour suivre la méthode que j'ai em- 
ployée à l’égard du cercle en particulier (io5) , on 
prendra l’équation 


y — Q = A (x — z), 


qui appartient à la droite passant par le point dont les 
coordonnées sont a. et $ , et faisant avec l’axe des abs- 
cisses un angle dont la tangente liigonométrique est A ; 
on la combinera avec l’équation y' 1 = mx -f- nx 1 , qui 
rentre dans A'/* -f- Cii a — £V = 0(128 ), et qui 
comprend par conséquent les trois courbes du second 
degré. En faisant, comme dans le n° ro5. 


l/( x-zy + cy-isr = z. 


on aura 

CÇ—tt- 


V'+A 


=* y=0 + 


Az 




et posant pour abréger 


Vi+A*' 


A' , il viendra 


9 — -f - A’z, y — @ -f- -Æ At. : 

substituant ces valeurs dans l’équation _y = mx -f-nx*, 
on obtiendra cette transformée 

P+z&AA'z.+A*A"‘z'={ + 

l + nz Q -jj 2 nA'ctz -f- nA!*z?. 

Passant tous les termes dans un seul membre , et ordon- 



fy 
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nant par rapport à z, on trouvera 
(A* — n) /V+(^ — jm — rat)iA! z-f-0* — mat — n«*=», 


ce qui revient a 


, 9.(0 J — ~m — na) 

H T-r. z—r , — S- 


0* — ma — na* 


■ = O. 


(A * — ri) A' ^ (A*—n)A'* 

Dans cette équation , l'inconnue z représente la dis— 
Fig.(i5. tance EM, fig, 65, entre le point donné E , et l’un 
des points d’intersection M et M' de la droite proposée 
^EM , avec la courbe AC\ par le moyen de sa valeur, 
on parviendra facilement à celles des coordonnées de 
cette intersection. 

Il est évident , par ce qui précède , qu’une ligne 
droite ne saurait rencontrer en plus de deux points , 
une courbe du second degré. 


z 


1 58. En raisonnant ici comme pour le cas du cercle 
( 107 ), on verra que les deux valeurs de z doivent 
devenir égales lorsque la ligne proposée ne fait plus 
que toucher la courbe, comme en N , parce que les 
points M et M' se rapprochent de plus en plus , à 
mesure que la ligne EM s’approche de EN. La diffé- 
rence des deux valeurs de z comprises dans la formule 

0A — jm — / /0A-l t m-na\* (s‘ — ma. — na* 
' (A*—n)M~~}A V (A* — n)A r ) (A*—n)A'*, 


étant exprimée par 

~m — na' 


(A“ — n)A’ 


) 


0* — ma — na * 
(A*—n) A'* 


et donnant toujours la longueur de la corde MM' , de- 
vient nulle lorsque les points M et M' coïncident, et 
fournit par conséquent , pour le point de contact N t 
l’équation 


(0A — — na\* 0* — ma — na * 
V (A‘ — h) A' ) (M-n)A'* 


! 
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En la développant , A' % disparaîtra comme diviseur 
commun à tous les termes , et la résultante sera l’équa- 
tion qui doit donner A , et faire connaître par consé- 
quent la position de la droite EN , menée par le 
point E, tangentiellement à la courbe AC. 

Ne voulant considérer que les cas les plus simples, 
je supposerai que le point E soit pris sur l’axe des 
abscisses AP ,Jig. 66 ; il résultera de là j3 = o, et f, 8- 

(■jm-f-ra*) 1 ma + no? 

~(Â a — zi)* + A*—n — ° ’ 

équation qui se réduit , après le développement , à 
j m 4 -f- ma. A* -f- na'A* = o , 

et donne 



Cette expression se présente sous une forme imaginaire ■ 
niais elle peut devenir réelle par les valeurs particulières 
que recevront les quantités m, n et et, et cela arrive 
pour tous les cas où la position du point E et la nature 
de la courbe , permettent de lui mener une tangente 
par ce point. 

i5g. Il y a encore un cas dans lequel la condition 
de contingence se simplilie beaucoup , c’est celui où 
le point donné étant sur la courbe même, se confond 
avec le point de contact. En effet, si le point E passe 
en M ,Jig. G5 , il y aura alors entre a et R la même ^'S C5. 
relation qu’entre x et y, sur la courbe AC , c’est-à- 
dire que 

Æ* = ma -f- n«t 4 ou /8 S — ma — na* = o , 
ce qui réduira l’équation ( 1 ) à la suivante : 

@A — \m — na = o , 

d où on tirera A — - ^ . 
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Telle est l’expression de la tangente de l’angle que 
doit faire avec l’axe des abscisses, la droite TM, pour 
toucher la courbe AC. 

La position de cette droite serait donnée d’une ma- 
nière plus commode , si l’on en connaissait un second 
point; et celui qui s'offre le plus naturellement, est le 
point T, où elle rencontre l’axe des abscisses , et pour 
lequel^ = o, dans l’équationj' — @—A (x — *) (85). 
Il résulte de là 

— (3 = A (x — et) et x — «e = — ; 

A 


la quantité x-— a étant la différence des abscisses des 
points M et T , désigne la portion PT de l’axe AB j 
mettant donc pour A sa valeur, on aura 


PT = 


P 

~m -f- na. 


(*)• 


La ligne PT se nomme la soutangente ; et lors- 
qu’elle est construite , on obtient la tangente , en joi- 
gnant le point M et le point T par une droite. 


1 S 0 . Pour connaître l’expression de la soutangente 
dans chacune des courbes du second degré en parti- 
culier, il suffit de comparer successivement les équa- 
tions 

y t =P x +^ xt > y i= =P x > 

. X 

avec l’équation y*=zmx+ nx*. En observant comme 
ci-dessus, que et et /3, désignant les coordonnéesdu point 
de contact situé sur la courbe, ont entre eux les mêmes 
relations que x et y, et substituant en conséquence pour 


{*) Dans la figure, PT est la somme des lignes AT et AP, parce 
que l’abscisse AT du point T est négative par rapport à l’abscisse AP 
du point M m . : 
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fP sa valeur, on trouvera, par la première équation, 
appartenant à l'ellipse , 


P j» ' r>rn 2°0* 

m—p, n — — — ,d ou P J =— ■ — c= , 

r * 2 a p(a — i) a — * 

par la seconde , appartenant à l'hyperbole , 

p aa/3 a 30*4- «V 

m—p, n= — ,douPT= — — r= i , 

r 2 a p(a-f-et) a-|-st 

par la troisième enfin , appartenant à la parabole , 

a/S» 

m—p , n—o; d'où PT— = — 2*. 

P 


2 CM — st* 


Cette dernière expression , la plus simple des trois ,' 
fait voir que dans la parabole , la soutangente est 
double.de l'abscisse. Le signe — qui l’affecte, ainsi que 
les autres, montre qu’elle doit être prise sur l’axe sfB, 
à partir du point P , vers le côté où se portent les x 
négatifs ; mais comme la forme des courbes indique suf- 
fisamment de quel côté doit tomber la soutangente , je 
ferai désormais abstraction du signe de son expression. 

La construction des premières expressions n’offre 
pas beaucoup plus de difficulté : on a pour l’ellipse 


a — « ; 2 a — et ” a ; 


— PT, 


pour l’hyperbole 

a-\-ct : aa-j-et 


« 


a an -f- «* 
a -f- * 


PT-, 


ainsi , tout se réduit à trouver des quatrièmes propor- 
tionnelles. 

Il est bien remarquable que le second axe b n’entre 
point dans ces expressions ; il en résulte que pour une 
même abscisse , la soutangente est la même dans toutes 
les ellipses qui ont le même grand axe , et qu’il en 
arrive autant aux hyperboles. L’ellipse se changeant 
en cercle lorsque bt=a , on peut mener la tangente à 
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la première de ces courbes par le moyen de celle d« 
Fig. 56. la seconde ; car si l’on prolonge l’ordonnée pm,Jig. 56 , 
jusqu’à la rencontre du cercle décrit sur le grand axe, 
et qu’on tire la droite nT tangente à ce dernier, au 
point n , la soutangente pT conviendra aussi , d’après 
ce qui précède, au point m de l’ellipse, dont la tan- 
gente s’obtiendra par conséquent en joignant le point T 
et le point m. On aurait une construction semblable 
pour les hyperboles quelconques, en partant des sou- 
tangentes de l’hyperbole équilatère ( 128 ). 

161 . Quand on a la soutangente, il est facile d’en 
déduire les expressions de la tangente , de la sou- 
m normale et de la normale : ce sont les noms qu’on 
lg ' G x donne aux lignes TM, PR et MRJïg. 65. La première 
est la portion de la tangente comprise entre le point de 
contact et Taxe des abscisses ; la seconde est la partie 
de l’axe des abscisses comprise entre le pied de l’or- 
donnée PM et le point R , où une droite menée perpen- 
diculairement à la tangente par le point M , rencontre 
cet axe; enfin la troisième est la longueur même de 
. cette perpendiculaire , mesurée depuis le point M jus- 
qu’à l’axe des abscisses. 

i°. Par le triangle TMP , rectangle en P , on a 
MT = VpM'-j- PT 

2 *. Les triangles P MT, P MR , semblables entre eux 
comme étant formés par la perpendiculaire PM, abaissée 
de l’angle droit du triangle TMR , rectangle en M , 
donneront 

pT/ 

pt : pm :: pm : pr , d’où pr «= 

3°. Il résulte du triangle MPR , rectangle en P, 

MR = V~MP+ PR. 
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Il est visible que ces formules conviennent à toute* 
les courbes , et que pour les appliquer à l'ellipse , par 
exemple , il faut mettre dans la première et dans la 
seconde , au lieu de PM et de PT, les valeurs relative* 
à cette courbe , puis avec la valeur qu’on obtiendra 
pour PR et celle de PM , on formera celle de MR ; 
il faudra opérer de même par rapport à l'hyperbole et 
à la parabole. Je me bornerai à rapporter ici les résul- 
tats de ces substitutions, qui n’ont par elles -mêmes 
aucune difficulté. Pour l’ellipse 

; ' »V • , - - 'J -, 

PR^a-^MR^/ 

pour l’hyperbole 

PT= ^f, 

PR=^a+ *),MR= \/ ~ +^(a+«)% 

pour la parabole 

PT—det MT~\/pa.+ 

PR=±p MR = \/ pn-\-jp % . 

Onobtient des résultats un peu plus simples, à l’égard 
des deux premières courbes , lorsqu’on compte les abs- 
cisses à partir du centre , ce qu’on ne peut faire pour la 
troisième, qui en est dépourvue (138). Pour parvenir 
à ces résultats, il suffit de faire *— a — a! dans l’ellipse , 
et <* = *! — a dans l’hyperbole (i 3 y) ; a! sera la nou- 
velle abscisse prise à partir du. centre : ces substitutions 
et les réductions qui s’ensuivent étant effectuées , il 
viendra pour l’ellipse , 
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p t =^T-> mt=\/ ^(«W)+(ï=,^)‘ 


PRz 




pour l’hyperbole , 

«r=\ZW^^i 


pr- - y. 


MR 


=l/V 


b* , 

W) + -*'*. 


Tiff. 


it> 2 . Quelqu’élégante que doive paraître la méthode 
employée ci-dessus , pour mener les tangentes aux 
courbes du second degré; je crois ne pas devoir passer 
sous silence les solutions synthétiques que les Anciens 
ont données de ce problème , et je vais les exposer 
succinctement. 

5a * i°. Parle point M, pris sur l’ellipse ,fig. 5a, onmènerà 

les denx rayons vecteurs FM et F' M\ on prolongera 
l’un d’eux, F"M par exemple , d’une quantité MG 
égale à FM ; on tirera ensuite FG , et la droite MH 
perpendiculaire sur le milieu de FG , sera tangente au 
point M\ car elle n’aura que ce point de commun avec 
la courbe. Kn effet , si l’on prend un autre point quel- 
conque IV sur cette droite , et qu’on tire les droites FA, 
F' A, on aura 

F' A + AG > F' G , 

ce qui revient à 

F' A + FA > F’M -+- FM > //' ; 

car par la construction ‘MG= FM , NG ~ FA et 
comme il est aisé de voir que pour les points placé* 
au-dedans de l’ellipse , la somme des distances à chacun 

des 


N'; 


I 






A LA GÉOMÉTRIE. 241 

de* foyers est moindre que le grand axe, il suit de 
ce qui précède que le point N est hors de l’ellipse * 
puisque la somme de ses rayons vecteurs est plus grande 
que l’axe JJ\ 

Cette construction montre aussi que les angles FMH, 

F MN , formés par les rayons vecteurs et la tangente , 
sont égaux, et que la normale au point M, diviserait 
en deux parties égales l’angle FMF . 

q°. Lorsque le point proposé M est sur l’hyperbole, 
fig. 53, il faut porter le plus petit rayon vecteur FM , p ig- 53 
sur le plus grand F M, .et non pas sur son prolonge- 
ment ; achevant la construction comme ci-dessus , on 
aura pour ce cas 

F N <FG +NG< F G + FN , 
d'où il suit 

FN — FN < FG < FM — FM, 

ce qui prouve que le point N n’est pas sur l’hyperbole. 

Il n’est pas placé dans l’intérieur de cette courbe , car 
il faudrait , pour que cela fût , que la différence des 
distances à chacun des foyers surpassât le grand axe. 

En effet , si on tire F'm , on a 

Fm — Fm = F m -f- Mm — FM, 

et comme Fm -f- Mm surpasse FM , il s’ensuit 

Fm — Fm > FM — FM. 

L’égalité des angles FMH et FMH , ou RMN, ré- 
, suite encore de cette construction. 

3°. Lorsque le point M est sur une parabole ,jig. 5 4, Fig. 
il n’y a plus qu’un rayon vecteur , mais l’autre est rem- 
placé par la droite QM parallèle à l’axe IB , et le point 
Q tient lieu du point GQi puisque QM=,FM. Consi- 
dérant ensuite un point N placé avant ou après le con- 
Trigonométrie. Q 


! 
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tact, on a en même temps QN et FN > ON -, le 
point N est donc hors de la courbe. 

De la construction ci-dessus on déduit l’égalité des 
angles FMH , (ffrlH-, et il faut observer que le der- 
nier est égal' à NME , formé par la tangente et la 
droite ME parallèle à l’açe IB. 

Si on appliquait le calcul à ces constructions , on 
trouverait les résultats obtenus dans le numéro pré- 
cédent. 


i 63 . La considération des tangentes de l’hyperbole 
conduit à une particularité très-remarquable , de la- 
quelle il résulte que quoique son cours s’étende à l’in- 
fini , chacune de ses branches demeure néanmoins tou- 
jours renfermée entre les côtés d’un certain angle , 
sans pouvoir jamais les atteindre , ainsi qu’on le voit 
dans la fig. 67. Cette circonstance, qui s’est présentée 
d’une autre manière dans 4 e n° 118, se retrouve en- 
core en observant la marche de la soutangente PT, à 
mesure que le point de contact M s’avance sur la courbe 
et s’éloigne du point /, ou , ce qui est la même chose , 
à mesure que l’abcisse OP augmente. En désignant OP 

par x , on a (161) PT = — — — ; et comme 

OTx= OP — PT, il vient • 



On voit évidemment parce résultat que plus a: croît, # 
plus OT diminue , et plus le point T s’approche du 
point O , qu’il ne peut cependant jamais atteindre , 
puisqu’une fraction ne peut jamais devenir absolument 
nulle , tant que son numérateur ne s’anéantit pas ; le 
point O doit donc être regaraé comme la limite vers 
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laquelle le point T tend sans cesse par le progrès de 
l'abscisse. I! faut examiner maintenant les changement 
qu'éprouve, dans les mêmes circonstances , l’angle 
MTP qui détermine la situation de la tangente par 
rapport à «l’axe des abscisses. La tangente trigonomé- 
trique de cet anglte a pour expression 

MP bx 

(3 °) » 

et prenant la forme -■ J lorsqu’on divisa 

a V -i 

ses deux termes par x, elle terld nécessairement vers 

la quantité - à mesure que la fraction ^diminue, ou 

a mesure que x augmente; l’dfigle MTP ne peut 
donc diminuer indéfiniment , et la limite qu’il *e sau- 
rait atteindre, mais dont il s’approche sans cesse , est 

l’angle EOI, dont la tangente trigonom étriqué est ~ ; 

l’hyperbole ne peut donc jamais parvenir à toucher 
la ligne EO , quelque prolongées qu’on les suppose 
1 une et l’fhtre. 

Pour construire l’angle EOI, il faut prendre sur 
laxe II une abscisse à volonté, le demi-axe OÏ, par 
exemple; et le triangle rectangle EOI donnant El 
= 01 tangÆO/, on aura 

£/=0/X-==ô, 

a 9 

puisque OI=a. Élevant donc au point I la perpen- 
diculaire E/=b, la droite OE , qui joindra le, points 
O et E , sera la limite de toutes les tangéntes de la 
branche TK de l’hyperbole : j’ai déjà dit q ue cette 
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limite se nomme asymptote. 11 est évident qn'il en 
exis^g une seconde, Oe, placée au-dessous de l’axe If, 
faisaut avec cet axe le même angle que la première , 
et servant de limite aux tangentes de la branche Ik. 

i64- H ne sera pas inutile de mqptrer comment on 
passe de l’équation de l’hyperbole relative à ses axes, 
à celle qui a lieu par rapport aux asymptotes. Pour cela , 
que l’on mène par le point M, parallèlement à l’asymp- 
tote Oe, une nouvelle ordonnée QM , et que l’on 
fasse QO=t, ÇAf=u; l’angle £0/ compris entre 
l’axe des t, QO , et celui des x, If, aura évidem- ' 
OI . IE 

ment pour cosinus , pour sinus jjj, , et comme 


OI=a, IE=b, OE — V* 0/*+ IE — 
il en résultera (tas) , 

a b 


y/a'+b 1 y/a'+b 1 

Considérant ensuite l’axe des u , Oe , on trouvera 

le 


_ r OI 

cos eOI = — , 
Oe 


sin eOI= 




et comme Oe = OE , le = — IE , il viendra 

— b 


P = 


9 = 


ÿa'+b* ’ 


y/a'+b* 

et par les formules générales 

x = mt-j-pu, yr = nt-f-qu, 
on obtiendra 


__ aÇt+u ) 


b(t—u) 

l/a*+b' 
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Substituant ces valeurs dans l’équation 

b % x * — a*y % = a'è* , .... 

elle se changera, après les réductions, en 


a a -f-6» — 1 ' 


ou tu =j(a*-f-à*). 

■ * v 4, 


* 


Cette dernière équation , semblable à la transformée 
de la page 174, met bien en évidence la propriété 
dont jouissent les asymptotes; car on en tire 




ou 


QMz 


\OE 


QO 


ce qui montre que l’ordonnée QM va toujours en 
diminuant à mesure que le point Q s’éloigne du point 
O , mais qu’elle ne peut jamais devenir nulle. 

Lorsque l’hyperbole proposée est équilatère (128) , 

6=a; la tangente de l’angle EOJ, exprimée par - , 

se réduit alors à x ; chaque asymptote fait par con- 
séquent avec l’axe JI' un angle égal à o’, 5 , et les 
deux comprennent entre elles un angle droit. L’équa- 
tion tu = j (a* -f- è’) devenant' tu = ; a*, montre que 
le produit des coordonnées t et u est alors égal à la 
moitié du quarré du demi-axe transverse 01 . 

Il est à propos de remarquer que si l’on mène par 
le point / les droites ID et Id, respectivement paral- 
lèles à Oe et à OE , on formera un losange dont les 
côtés ID et Id seront, par rapport aux asymptotes, 
les coordonnées du point / situé sur l’axe; on aura par 
conséquent 


WXld = ID =i(a a + b>) , 
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d'où on tirera 

JDr=\ y/ï+p, 

et en général 

qoxçm=ïd' 

Dans le cas de l’hyperbole équilatère, le losange 
Dd devient un quarré , puisque l’angle DOd est droit. 

Le quarré JD , équivalant au quart de la somme des 
quarrés des demi-axes de l’hyperbole , est ce que les 
anciens géomètres désignaient soirs le nom de puissance 
de l'hyperbole. 

1 65. Il est visible que si l’on prolonge les lignes MP 
et PM' , ordonnées relatives à l’axe JJ', jusqu’à la 
rencontre des asymptotes OE et Oe , les parties MR 
et M'R' de ces ordonnées , interceptées entre chaque 
branche de courbe et son asymptote , sont égales entre 
elles : la même propriété a lieu par rapport à une 
droite quelconque, menée par un point quelconque de 
l’hyperbole. Si l’on tire , par exemple , MIS', on 
aura GM— G' N', quelque position qu’ait MN'. Pouf 
s’en convaincre , on commencera par observer que 

, PR — PK =— , 

a 

MR— PR — PM = - (x— 

a 

MK— P K + PM= b Jx+ [/^^) , 

MR X MR'=zb*. 

On mènera ensuite par le point N', la droite SS' pa-r 
rallèle à MM' ; les triangles semblables RMG, SIS' G, 
donneront 
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gm : g A' :: mr : A'S -, • 

les triangles semblables G'N'S' et R MG' , donneront 
GM : c'a*' :: MR : A'^ ; 

multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra 

GMX.GM : GA'XG'A' :: MRxMR : NSx.iï'S' ; 

et cojnme en vertu de ce qui précède , op a 

MR X MR == b\ N' S X N' R = , 

on en conclura 

GA/ x G'M = GA'x G'A'. 

Mettant à la place de GM et de GA 17 , leurs valeurs • 

G' A' + MA' , GM-\~ MIS' , faisant les réductions qui 
se présentent après les multiplications indiquées , on 
aura enfin 

GM X MN' = G JY X Af A', ou GM = G N'. 

166. Avec le secours de la propriété qui Vient d’être 
démontrée, on décrit bien simplement l’hyperbole 
par points , lorsqu’on a les asymptotes et un seul 
point M. On tire par ce point un très-grand nombre 
de droites comme MN' , on prend la partie GM com- 
prise entre le point M et l’asymptote qui en est la 
plus voisine, potor la porter de G' en A', ce qui 
dÿne un nouveau point A' de la courbe cjprchée. 

Quand on a les asymptotes , on trouve la direction 
de l’axe *//' en divisant en deux parties égales l’angle 0 

qu’elles forment; et comme la tangente de l’angle 
EQI donne le rapport- des demi-axes a et b (i 63 ), 
il est ai sé de déterminer ces quantités dès qu’on connaît uo 

# . 
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point de l’hyperbole. L’équation PA? =. ^ (OP — a 3 ) 

donne sur-le-champ a » — ^ 3 XO P — PM ^ re _ 

A 3 ‘ 

présentant par A la quantité -, 

157. Outre l’hyperbole dont les branches sont Klk 
et Klk, les lignes OS et OS' comprennent encore 
une autre hyperbole HLh , H'L/h', décrite dails les 
deux autres angles que forment ces droites, de ma- 
nière que 1 axe transverse II' de la première est le 
second axe de la deuxième , qui a pour axe trans— 
verse LL! , second axe de la première. La relation 

» *î u ont - entre elles ces deux courbes , les a fait nom- 
mer hyperboles conjuguées; elles ont même puissance, 
et par. conséquent , leur équation est la même à l'é- 
gard des asymptotes% seulement, l’angle de ces lignes, 
ou des coordonnées diffère de l’une à l’autre. 

158. On a vu par la forme de l’équation du cercle , 
qu il fallait trois points pour le déterminer : la même 
considération s'applique à une courbe quelconque • et 
il est évident qu’il faut en général autant de pointa 
que l’équation de la courbe demandée renferme de 
coefficieus nécessaires. L'équation 

Ay\ + Bxy + Cx 3 4- Dy + Çx = F, 

qui apparient aux courbes du second degré en général , 
étant mise sous la forme * 

y 1 + bxy + ex 3 + dy -f ex ~f,' 

ne contient plus que cinq coefficiens b, c , d, e et f\ 
W suffira donc de cinq points pour particulariser la 
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courbe du second degré qu’elle représente. En effet , 
si les coordonnées de ces points sont respectivement 

« • A 



on formera les cinq équations suivantes : 

j 2 * -f- -f- c«“ -j- d0 -f- es t =f, 

0'- + b<!0' + <*> + dp : +e *' =/, 

(3** -f- b*." F -f- c*r» -f dd"- + e<t" =/, 

/3" 1 -f- éct’/T + est- -f <*3* + est" =/, 

/S*"» + b*""@"" + c<t"'* + d0"" + eal"' —f. 

N’ayant pour but que de démontrer la possibilité de la 
détermination des lettres b , c , d, e , f, et le nombre 
de conditions qu’elle exige, je ne m’arrêterai pas à 
effectuer les calculs qu’entraînerait cette opération , 
pour lesquels on peut consulter l’ouvrage de M. Puissant, 
cité à la page 1 56 , et où l’on trouvera sur ce sujet 
et sur ses applications , les détails les plus importans ; 
je t me bornerai à faire observer que ces équations 
peuvent devenir contradictoires entre elles dans cer- 
tains cas particuliers. S’il arrivait , par exemple , que 
trois des points donnés fussent en ligne droite , il ne 
serait pas possible de faire passer une courbe du se-* 
cond degré par ces points , puisqu'aucune courbe de ce 
degré ne peut avoir plus de deux points communs avec 
une même droite ( 167 ). 

On conçoit que quand la courbe est donnée d’espèce 
et de position , il faut moins de conditions pour la dé- 
terminer. Par exemple, pour achever de particulariser 
line ellipse dont le centre et le grand axe sont donnés de 
position , on n’a besoin que de deux points ; car^ 
pn peut alor$ prendre ce centre pour l'origine des 
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coordonnées , et ce grand axe pour celui de» abscisses , 
et l'équation e ! |y*-f-A , x*==e*A* , relative à ce cas, ne 
renferme que deux qkfiiciens, a, A, 'qui se déterminent 
par les équations ^ 

a‘@* -f- A*** = a 5 A 1 , 

a*/?* + A*<t /â = a*A\ 

169. J’ai démontré dans le numéro 73, que l’équa- 
tion du second degré se construisait par le moyen 
d’une circonférence de cercle et d’une droite , et dans 
le numéro io 5 , que les deux racines étaient données 
par les deux intersections que peuvent avoir entre 
elles ces lignes , ensorte que l'on considérait l’équa- 
tion proposée comme résultant de l’élimination d'une 
inconnue entre deux équations à deux indéterminées , 
l’une appartenant à la droite , et l’autre au cercle j si 
l’on généralise ce point-de-vue , on aura le moyen de 
construire des équations d’un degré quelconque. 

En effet , si l’on a , par exemple , l'équation 

x 4 — A a x* -J- c 3 x — d* — o, 

qui peut représenter, toute équation du quatrième tîfe- 
gr*, dont on a fait disparaître le second terme , il est 
permis de la supposer produite par l’élimination d’une 
ihconnue y , entre deux équations du second degré , 
renfermant en même temps x et y , et appartenant 
par conséquent à deux courbes. Trouver ces équa- 
tions est un problème indéterminé , car il y a une 
infinité de systèmes d’équations qui peuvent conduire 
à la proposée ; on en prend donc une arbitrairement; 
Soit x* = py, on aura 

x 4 =py, 

et substituant dans l’équation proposée , il viendra 

• \ 

py* — b’py'-j- (?x — • d* = 0 , 




Digitized by Google 



A LA GÉOMÉTRIE. s5t 


OU 


b’ C 3 d* 

Il est aisé de reconnaître que cette équation appar- 
tient à une parabole (128); et pour la m#tre sous 
la forme la plus simple , il suffit de faire disparaîÉte 
le terme multiplié par y , ce qui s’effectuera en pre- 

, A 1 

•fiant y — y -f . 

J J a p 

On aura , après la substitution , 

, c* b* -f- • 

y +?* — 4P* i ' = °’ 

ce résultat, qui peut s'écrire ainsi : 

* ~ P* l ^ I’ 

montre que la parabole a laquelle il appartient , a 

pour paramètre la quantité — , et que les abscisses 

comptées à partir de son sommet, sont égales à la 

différence entre la quantité ^ et ^ eS or ^ on ~ 

nées de la première parabole, dans laquelle x*=:py. 
fin effet, si l’on porte*perpendiculairement à l’axe AD 
des abscisses , ftg. 68 , et du côté des ordonnées po— pjg, gg, 

b* 

sitives , une distance AA' — — , la droite A' B' . ma- 

2 p 

née parallèlement à AB , sera l’axe à partir duquel 
on doit prendre les y' . Le sommet de la parabole 
dont y désigne l’ordonnée , correspondant au point 

PU lanay =0, ce qi^^nve quand x= — — , 




Digitized by Google 


a5a APPLICATION DE L'ALGÈBRI 

| /jji 

^ il faudra faire AD = — — , et ayant élevé DI k 

angle droit sur AB , le point I sera le sommet de la 
seconde parabole GIH , A' I en sera l’axe; et connais- 
sant son^aramètre , rien ne sera plus facile que de la 
c^etruire par points , suivantle procédé du numéro i35. 
Quant à la première parabole EAF , donnée par l’é- 
quation x“ — py , il est visible qu’elle a son sommet à 
l’origine A des coordonnées , et pour axe celui des y , 
AC. Lorsqu’elle sera construite, les points M , M' , 
M", M *, où elle rencontrera la parabole GIH, au- 
ront de^ abscisses égales aux racines de l’équation 
proposée , puisqu’à ces points les valeurs de x satis- 
font en même temps aux deux équations 


x' = py , 

py * — b'py -J- c 3 x — d* = o , 


desquelles résulte la proposée. 

La quantité p , introduite par l’équation de la pre- 
m ère parabole , demeurant indéterminée , peut , pour 
simplifier la construction, recevoir telle valeur qu’on 
voudra lui assigner, excepté zéro. 


Pour représenter le cas le plus général , j’ai disposé 
l’équation proposée et la figure^ de manière que les 
deux courbes se rencontrassent en quatre points; mais 
cette circonstance n’aura lieu qu’autantque l’équation 
proposée aura ses quatre racines réelles. Si, par exemple, 
î'fxe A' I de la parabole GIH tombait au-dessous de 
AB , ce qui arriverait si le terme b*pÿ avait le signe -j-, 


puisqu’il faudrait faire alors y=y' , il n'y aurait 

2 P 

que deux intersections au plus, car il est bien clair que 
la branche IH ne pourrai|nlus rencontrer la para- 






I 
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bole EAF ; dans certains Cas même , la courbe GIII 
te trouvera toute entière au-dessous de EAF , et 
alors les racines de la proposée seront imaginaires. 

On voit au reste par cette construction , comme par 
la théorie des équations , que l’équation du quatrième 
degré ne peut avoir qu'un nombre pair de racines 
réelles , puisque les deux paraboles EAF et GIH ne 
peuvent se couper qu'en deux ou en quatre points. 

170. "Il suit aussi de là que le cercle et la ligne^drgite 
ne se rencontrant pas en plus de deux points , ne 
peuvent résoudre que des problèmes susceptibles d’être 
ramenés à des équations du second degré, et ne sau- 
raient par conséquent suffire pour ceux qui passent ce 
degré , tels que les problèmes de la duplication du 
cube et de la trisection de l’angle , si fameux dans 
l’antiquité. 

Parle premier, il s’agit de trouver le côté d’un cube 
dont le volume soit double de celui d’un autre cube 
donné. Si a est le côté de celui-ci , et x le côté de 
l’autre , on aura cette équation : 

a ? = 2a 3 , ou x 3 — 2a 3 = o. 

Pour la comparer à la proposée , il faut l’amener 
au quatrième degré, ce qui se fera en la multipliant 
pa^ a , et Ai aura 

a* — aa’x — o ; 

comparant avec a* — 6*a“ + c’a — &■= o , il viendra 
b = o , c 3 = — 2 a 3 , d = o. ^ 
Les équations des paraboles à construire , s«#ont par 
conséquent x*= py , y* x -, et si l’on prend 
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p = a, elles deviendront * 

x % ay , y* — a ax : 

la seconde courbe aura un paramètre double de celui 
de la première. Ces courbes passeront toutes deux 
Fig. 69. par l’origine A , fig. 69 , puisqu’on aura x = o , 
_y ='0, dans l’une et dans l’autre en même temps; 
elles s’y couperont, et cette intersection donnera x=o, 
racine qui vient du facteur introduit pour élever au 
quatrième degré l'équation à construire. La figure 
montre que l’on ne peut «roir en outre qu’une seule 
racine réelle AP ; et en effet , on a vu , dans les Élé- 
mens d' Algèbre, que l’équation x 3 — cia? — o, n’en a 
pas davantage. 

171. Le problème de la trisection de l’angle a pour 
objet de partager un angle ou un arc en trois parties 
égales , ce qui s’effectuerait sans peine , si , connaissant 
, la corde ou le sinus d’un arc , on obtenait la corde ou 
le sinus de son tiers. Cette question n’est qu’un cas 
particulier de la théorie de la multisection des angles , 
que je ne saurais exposer ici , mais dont on trouvera 
les bases dans l’Introduction au Traité du Calcul 
différentiel et du Calcul intégral; elle se met en 
équation par le moyen des formules du numéro 1 1 , 

. qui donnent • • . 

„ . éicosA'* — 3 /î* coz A 

cos 3 A — — . 

A 

Si l’on regardecos 3 -^ comme donné, et que l’on prenne 
co pour l’inconnue , on aura , en faisant cos 3 A = a 
et cosvé—x, cette équation: 

x? — | fl 4 x — 5 B? a = o , 
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qui , étant multipliée par x et comparée à l’équation 

x 4 — A*x* -f- cAx — d 4 — o , 

donnera 

b=lR\ (?=—±R'a, d* = o. 

On aura encore ici une intersection au point A 
correspondant à la racine x = o , et les trois autres 
points d’intersection donneront les trois racines de 
l’équation 

a? — | R‘x — x R* a — °- 
* 

Il semble au premier coup-d’œil qu’on ne devrait 
avoir qu'une racine réelle, et qu’il n’y a qu’une seule 
manière de partager un arc en trois parties égales * ruais 
en y réfléchissant avec un peu d’attention , on rem- 
uait qu’il y a trois arcs qui doivent satisfaire à la ques- 
tion proposée, car les arcs 3 A , 2 tt -f-3A , ^rr -}-3 A , 
qui ont le même cosinus (a3) , étant divisés par 3 , 
donnent les valeurs 

xrrcos^, X—cos(ÿr-\-Ay, x=-cof^7r-{-A ) , 

essentiellement différentes (*). On ne peut en avoir 
d’autres, parce que les arcs §ir ~\-ZA , 8-r-f-3^f, etc. 
qui ont encore le même cosinus que A , étant divisés 
par 3 , conduisent aux arcs 27 r-f-A, 27r -f- ± cr -f- A , etc. 
et que 

cos(27r-f-^Mfc;os^, cos( 2 T-f- y 7 r-f-^)=cos(| 7T-\-A), 
etc. 

1 72 . Avant que les méthodes d’approximation eussent 
atteint le degré de perfection où elles sont portées au- 


(*) L’éqnation ci-dessus tombe en effet dans le cas irréductible ■ 
(Voyelle Complément des Élément d' Algèbre.) 
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jourd’hui , les ^ géomètres s’appliquaient beaucoup à 
la construction des équations , et faisaient tous leurs 
efforts pour l’effectuer par les courbes les plus 
simples, ou les plus faciles à décrire. - C’est ainsi 
que Halley donna une méthode pour construire les 
équations du troisième et du quatrième degré par le 
cercle et la parabole ; et cette méthode a quelque avan- 
tage sur celle du numéro 169, en ce que le cerêle 
qui remplace une des paraboles , se trace par un mou- 
vement continu : mais le peu d’usage que l’on fait à 
présent des constructions, dispense des détails à cet 
égard , je n'en indiquerai en conséquence que l’esprit. 

Exposant l'équation d’une parabole , sous la forme 
x 5 =my, et l’équation générale du cercle 

(x— pY + (y — çy = r 3 ( 9 4) , • 

si l’on développe cette dernière , et que l’on en chasse^ 

x* • • 

par sa valeur — , tirée de la première, on obtiendra 
l’équation 

x 4 — m(nq — m)x* — ani'px — (r 1 — p' — q a )m* = 0, 
semblable à l’équation à construire , 

x 4 — + c’x — d* = o } 

A 

et l'on aura, pour déterminer les quat^Hu antités in- 
connues m , p , q et r , les trois équaWns 

b % — m(pq — m) , 

c 5 = — a m'p , 

d i = (r“ — p* — : 

on pourra par conséquent disposer de l’une de ces 
^teuantités pour simplifier les calculs. 


Si 


A la géométrie: 357 

Si l’on fait, par exemple, m=b, il viendra 




p' + q 


valeurs aisées à construire , et qui donneront la posi- 
tion du centre et le rayon du cercle à décrire con- 
jointement avec la parabole que fournit l’équation 
x* = by. Je n'entrerai point dans la discussion des 
cas qui pourraient exiger un autre choix dans la valeur 
assignée à l'une des inconnues; et je terminerai ce Traité 
par l’exposition d'une méthode qui réunit a l’avantage de 
s’appliquer aux équations d'un degré quelconque, ce- 
lui de peindre les résultats obtenus analytiquement par 
la théorie de la composition des équations. 

iy3. Pour fixer les idées, je supposerai que l’équation 
à construire soit seulement a -f- bx -f- ex* -j- dx 3 = o ; 
et je ferai 

y = a + bx -f- ex* + dx*. 

Puisque dans les points où la courbe représentée par 
cette dernière équation, rencontrera l'axe des abs- 
cisses , on aura y — o , il s’ensuit que les abscisses de 
ces points seront les racines de l'equation proposée ; 
la question sera donc réduite à construire la courbe 
dont il s’agit, ce qui est facile, après avoir rendu sou 
équation homogène, en y restituant les puissances de 
l’unité ( 71 ). Ou obtiendra en effet 


, bx , ex* . dx s 

= “ + -+-r+ -r. 


résultat dont chaque terme se construirait séparément 
par les lignes proportionnelles (58); mais voici un 
moyen de lier entre elles d'une manière commode ces 
differentes opérations. 

Trigonométrie. K 
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Fig. 70. On mènera , fig. 70, l’axe AB des abscisses; par 
l’origine A , on élevera perpendiculairement à cet axe, 
la droite AC, qui sera celui des y ; et ayant pri» 
sur le premier la partie AD = n, et mené DE pa- 
rallèle à AC, on portera sur cette dernière de» 
* parties 

AF — a , FG — b , GH — c , HI~d\ 
on tirera ensuite IK parallèle à AB \ on joindra les 
points H et K par une ligne qui coupera en Z, la ligna 
PR élevée perpendiculairement à AB , sur l’abscissa 
AP — x\ on mènera ML parallèle à AB , pour déter- 
miner sur DE le point M , que l’on joindra avec la 
point G } par le point N , où MG rencontrera PR , 
on tirera ON parallèle encore à AB , et joignant le 
point O avec le point F, la droite OF donnera sur 
• PR un point Q , tel que PQ =y- 

En effet , on a , par les triangles semblables J KH 
et H' LH, 

ik (») : //'L(x) :: Hi(d) : hu' = ^, 

d’où 

GH' = GH + HH' = c+ — ; 

Tl 

des triangles H' MG et G'NG, il résulte 

h'mw : G'N(x) :: gh'(c + : gg'=^ 

et par conséquent 

F G’ c= F G ■+■ GG' = b + ^-j^£; 


enfin des triangles G’OF, F'QF, on conclut 

e'OCn):F'Ç(x);:FG'(ù+^+^:F^=^+~+^; 
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ce qui donne pour dernier résultat , 

PQ = AF' z=AF + FF'= a + Éî 4. 

n ^ n* T n s * 

On etendra sans peine ce procédé au cas ou l’équa- 
tion proposée aurait un nombre quelconque de termes ; 
et lorsqu’on aura obtenu assez de points pour caracté- 
riser la marche de la Courbe , on reconnaîtra aisément 
de combien de racines réelles cette équation est sus- 
ceptible. 

174. Si le cours de la courbe est tel que le repré- 
sente la ligne XEGILY ,ftg. ji , elle rencontrera cinq Fi _ „ 
tou l axe des abscisses, et indiquera par conséquent 
que l’équation dont elle dérive a un pareil nombre 
de racines réelles : cette équation ne pourra être d’un 
degré inférieur au cinquième. L’équation proposés 
sera 

a + 6x + cjc* - f~ dx 3 4. ex* +fj? 4- etc. = 0, 
et celle de la courbe à construire, 

y = e -f bx + cx a -f dx? -f ex*+f x s 4. etc. 

Il est évident que les valeurs numériques de l’or- 
donnée y , ne sont autre chose que les résultats qu’on 
tire de l’équation proposée , en donnant à x les va- 
leurs /correspondantes aux différentes abscisses qu’on 
a choisies arbitrairement : la courbe XEGILY offre 
donc en quelque sorte l’équivalent du tableau dans 
lequel ces résultats seraient inscrits, mais avec cet 
avantage qu'en vertu de la loi de continuité , q u ’on 
sent bien mieux dans les lignes que dans les nombres, 
les intervalles entre deux substitutions successives sé 
remplissent avec la plus grande facilité. Ayant cal- 

II a 
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culé , par exemple , les ordonnées P' P , Q' Q, R'R; 
fort proches les unes des autres, et joignant leurs ex- 
trémités par un trait continu , sans angles ni jarrets, 
on a d’une manière assez exacte les ordonnées in- 
termédiaires. 

On observera, 1°. que puisque l’équation de la 
courbe ne renferme que des puissances entières et 
positives de x , chaque valeur de- cette indéterminée 
ne donnefa pour y» qu’une seule valeur qui sera finie 
ou limitée tant que x le sera, mais que y sera suscep- 
tible de prendre des accroissemens indéfinis ou illimi- 
tés , lorsque x en recevra de tels , et que par consé- 
quent la courbe XEGILY doit s’étendre à l’ infini , de 
chaque côté de l’axè AC des y. 

2°. L’inspection seule de la figure fait voir que la 
courbe XEGILY ne saurait passer d’un côté de l’axe 
AB à l’autre , sans rencontrer cet axe , ou analyti- 
quement parlant , que l’ordonnée y ne peut changer 
de signe sans devenir nulle (*); d’où il suit que si deux 
substitutions faites dans l’equation proposée, donnent 
deux résultats de signe contraire , il y a nécessairement 
une racine réelle comprise entre les valeurs de x em- 
ployées dans ces substitutions. 

3 °. Si l’on prend sur la même courbe deux points 
placés du même côté par rapport à l’axe AB , il y aura 
toujours entre eux un nombre pair d’intersections de 


(*) OU est vrai dans ce cas , parce que l’eïpression dey est sans 
dénominateur ; mais si on avait y — — , la succession des valeurs 

te = + r, a-s=o et *= — i, donneraity = -t-a, y ou infinie, 

et y = — a. C’est ainsi que los branches de l’hyperbole, eonuds* 
Xie saut ses asymptotes, sont liée» entre elles (no). 

4 
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la courbe et de cet axe : on eu voit en effet deux entre 
E et /, quatre entre E et Y , ou entre A r et L, etc. 
ou bien il n’y en aura aucune , ainsi que cela arrive 
entre P et /. Au contraire, il y aura certainement 
un nombre impair d’intersections , si les points que 
l’on considère sont placés de différens côtés , comme 
le sont X et E , X et I, X et Y, etc. De là résulte 
cette proposition analytique : entre deux valeurs de x , 
qui, par leur substitution dans réquation proposée , 
donnent deux résultats de même signe , il ne peut y 
avoir qu’un nombre pair de racines réelles , et il y en 
aura un nombre impair si ces résultats sont désignés 
différens. 

* 4°. Enfin il arrive quelquefois que par suite des re- 
lations que peuvent avoir entre eux les coefliciens a , 
b , c , d, e, f, etc. deux intersections consécutives, 
comme K et M , se rapprochant continuellement , 
viennent à se confondre, et la partie IKLMY de la 
courbe , prenant la forme du trait ponctué IL' Y, ne 
fait plus que toucher l’axe AB -, alors les deux racines 
représentées par AK et AM, deviennent égales entra 
elles et à l'abscisse AL! . On voit facilement que si 
l’équation proposée n’avait pas d’autres racines réelles, 
la courbe qui en dérive ne couperait son axe nulle 
part , et qu’on ne pourrait par conséquent faire chan- 
ger de signe le premier membre de cette équation, 
par aucune substitution. Il n’en serait pas de même 
dans le cas ou trois intersections se réuniraient : la 
courbe couperait au moins une fois l’axe, soit avant, 
soit après -, et pour s’en convaincre , il suffit de voir 
ce qui resterait de cette courbe si les trois points 
H, K et M , ou F, H et K, venaient à se confondre. 
En suivant ces considérations, on reconnaîtra que, 
par la réunion d’un nombre pair d’intersections, la 
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courbe dérivée de l’équation proposée, peut se trouver 
toute entière d’un meme coté de l’axe , mais que 
cette circonstance n’a jamais lieu lorsque le nombre 
des intersections, confondues en une seule, est im- 
pair; et on conclura de là que, lorsqu’une équation 
n’a pour racines réelles qu’un nombre pair de racines 
égales , il est impossible d'en reconnaître l'existence 
par aucune substitution. 

Souvent l’inspection d’un petit nombre de points de 
la courbe , suffit pour indiquer l’espace où elle s’ap- 
proche le plus de l’axe des abscisses; alors multipliant 
dans cet espace le nombre des points déterminés , on 
parvient à s’assurer s’il y a un contact ou bien dej 
intersections , et si par conséquent l’équation propo- 
sée a des racines rigoureusement égales , ou seulement 
peu différentes les unes des autres: dans ce cas, la 
construction de la courbe sert autant à faciliter la ré— , 
solution numérique qu’à en éclairer la marche. 
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APPENDICE 

Contenant les premiers Principes de 
l'Application de l'Algèbre aux Sur- 
faces courbes et aux Courbes à double 
courbure. 


Observ. Je crois devoir prévenir les • 
JLecteurs peu habitués à ce genre de consi- •* 
dérations , qu’ils trouveront dans le Com- 
plément des Élémens de Géométrie , les 
notions préliminaires indispensables pour 
l’intelligence de ce qui va suivre. 


Équation du plan et de la ligne droite. 

175. Xja manière la plus commode de fixer la 
position d’un point quelconque Mdans l’espace, fig. 72, pj g ^ 
est de le projeter d’abord sur un plan BAC donné de 
position , en abaissant sur ce plan la perpendiculaire 
MM' , et de rapporter ensuite la projection M' , à 
deux axes AB et AC , perpendiculaires entre eux, 
par les coordonnées AP et PM' . Cela revient à rap- 
porter le point lui-même , aux trois plans BAC, B AD 
et DAC, perpendiculaires entre eux; caries coordon- 
nées AP et PM', situées dans le plan BAC , repré- 
sentent les distances MM" et MM" du point propo- 
sé M , aux deux autres plans DAC et B AD. Les droite» 


1/ 
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AD, AC, AD, suivant lesquelles les plans coordon- 
nés BAC , B AD , DAC se coupent deux à deux, sont 
les axes des coordonnées ; et on les distingue entre elles 
par la lettre qui marque la coordonnée qui leur est 
parallèle. Ainsi,' en faisant APxzx, PM' —y , 
M'M=z, la ligne AB sera l’axe des x, la ligne 
AC, celui des^, et la ligne AD, celui des z. 

Les plans coordonnés reçoivent eux-mêmes des dé- 
nominations semblables. Le plan BAC s’appellera le 
plan des x et y , parce qu'il contient les coordonnées 
* x et y. La projection M" du point M , sur le plan 
G BAI ) , étant rapportée aux deux axes AB et AD , 
par les coordonnées AP ■= x et PM" — M'M — z , 
ce plan sera désigné sous le nom de plan des x et z. 
Enfin la projection M " du point M , sur le plan DAC, i 
étant rapportée aux axes AC et AD , par les coor- 
données AQ — PM’ ■= y et QM"’ = M'M = z, ce 
plan sera désigné sous le nom de plan des_y et z. 

Il faut observer, i°. que les coordonnées y etz sont 
nulles en même temps pour tous les points de l’axe 
des x , AB ; qu’il en est de même de x et de z relati- 
vement à l’axe des^, AC, et de x et de y relativement 
' à l’axe des z, AD. 

2°. Que pour tous les points du plan BAC; la coor- 
donnée z est nulle , et qu’elle a une valeur constante 
dans tous ceux d’un plan quelconque , parallèle à ce 
premier; en sorte que cette équation, z— c , lorsqu’elle 
est seule et qu’on n’a aucune autre détermination rela- 
tivement aux deux coordonnées restantes x et y, doit 
être regardée comme désignant tous les points du plan 
mené parallèlement à BAC , à une distance égale à c. 

On verra de même que^ est nulle pour tous les points 
• du plan B AD , et que l’équation du plan qu’on mène- 
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Vait parallèlement à ce premier , à une distance b , se- 
rait y = b. 

Si on réunit ensemble les deux équations a = c et 
y~ b, c’est-à-dire, si on suppose qu elles aient lieu en 
même temps, elles désigneront une droite parallèle à 
l’axe des x , et menée par le point du plan des^ et a, 
dont les coordonnées sont c et b ; car il est facile de 
voir que cette droite peut être regardée comme l’in- 
tersection de deux plans respectivement parallèles aux 
plans BAC , B AD. 

Enfin, dans le plan DAC , la cordonnée x sera 
toujours nulle; et x—a seral’équation du plan mené 
parallèlement à ce premier, à une distance égale à a. 
Les trois équations z = c , y = b , x = a, étant réu- 
nies, ne peuvent plus appartenir qu’au point qui se 
trouve dans l’intersection des trois plans respective- 
ment parallèles à chacun des plans coordonnés. 

176. Je vais examiner maintenant ce que signifierait 
une seule équation , entre deux des trois indétermi- 
nées x , y et s; et je prends pour exemple z=.Ax. 

On voit d’abord (87) que cette équation appartient à 
une droite AN",Jig. 70, menée dans le plan des x Fig. 
et z, B AD-, mais elle a encore un sens plus étendu ; 
car si on conçoit que la droite AÏS* se meuve paral- 
lèlement à elle-meme le long de l’axe AC, des y, 
dans quelque position qu’elle s’arrête, l’ordonnée z , 
ou M'm , prise au point quelconque M' situé sur la 
droite PM', parallèle à AC, sera égale à l’ordonnée 
Pm" , correspondante, dans le plan B AD , à l’abscisse 
AP= QM'. La droite AN ", par le mouvementque 
je lui suppose, décrit le plan N" AC , passant par les 
droites AN" et AC ; on aura donc z — Ax pour tous 
les points de ce plan. 
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On trouverait des conséquences analogues pour le» . 
autres plans coordonnés , en prenant des équations 
entre les indéterminées qu’ils contiennent ; mais il vaut 
mieux passer tout de suite à un cas plus général , et 
considérer l’équation z = Ax -f- By. 

En y faisant y — o, il viendra z = Ax , d'où l’on 
conclura que la droite AN” , qui se trouve com- 
prise dans cette dernière, renferme tous les points 
que la surface représentée par l’équation z—Ax-\ By , 
a de commun avec le plan coordonné B AD , sur 
lequel y est toujours nul , et que par conséquent cette 
droite AN" est l’intersection de ce plan , avec la sur- 
face proposée. 

Lorsqu’on fait x=o, on obtient z = By , équa- 
tion qui appartient à une droite AN" menée par l’o- 
rigine A , dans le plan DAC, et qui est l’intersection 
de ce plan , avec la surface représentée par l'équation 
z~Ax-\- By. 

Si maintenant on conçoit que la ligne AN " se 
meuve parallèlement à elle-même le long de AN * , 
elle décrira le plan N" AN" ; et quand elle sera parve- 
nue dans une position quelconque m"M , la portion Mm 
de l’ordonnée M'M sera égale et parallèle à Qrn" : o» 
aura par conséquent 

M'M—Pm"+ Qm" = Ax + By=z ; 

d’où il résulte que le plan N" AN", passant par les lignes 
AN" et AN", dont les équations sont 

z = Ax , z = By, 
a lui-même pour équation 

z = Ax -f- By. 
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Si le plan proposé, au lieu de passer par l’origine A , 
se trouvait dans une position G" EG " , déterminée par 
les lignes EG", EG", respectivement parallèles à AN" 
et à AN ", il serait parallèle à N"AN"- t et en prolon- 
geant l’ordonnée de celui-ci jusqu’à ce qu’elle ren- 
contrât le premier , on aurait 

M'L = M'M -f- ML — M'M + AE : 

en nommant donc D la distance AE , et z l’ordonnée 
M'L, il viendrait, d’après ce qui précède, 

a = Ax -f - By D. 

Telle est l’équation d’un plan mené dans une po- 
sition quelconque : il est aisé de se convaincre qu’elle 
représente l’équation générale du premier degré à 
trois indéterminées ; car cette dernière ne peut être 
que de la forme 

«r H- |Sy 4. yz -f- J' = o ; 

et en la divisant par y, elle rentrera dans la première, 
lorsqu’on aura posé 



On voit donc que le coefficient y n’ajoute rien â la 
généralité de l’équation : je le conserverai néanmoins 
pour rendre les formules plus symétriques , et je re- 
présenterai l’équation d’un plan quelconque par 

Ax By Cz D o •, 

mais il faudra se rappeler que, dans tous les résultats, 
U y aura une des constantes qu’on pourra supposer 
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égale à l'unité , ou déterminer par des conditions par- 
ticulières. 

177. En faisant successivement x,y et z nuis, dans 
l’équation de ce plan , on trouvera qu’il coupe celui des 
y et adansune ligne dont l’equation est By-\-Cz-\-D=o t 
celui des jet z, dans une ligne dont l’équation est 
Ax -J- Cz -f- D — o , et enfin celui des x et y dans 
une ligne ayant pour équation Ax -f- By -f- D = o. 

L’étendue des plans étant indéfinie , il faut concevoir 
que le plan G"EG * soit prolongé derrière les plans 
coordonnés BAD, DAC ; il rencontrera alors le plan 
BAC , et passera dessous. Toutes ces circonstances 
( peuvent se lire dans son équation , en observant que 
chacune des indéterminées x ,y et a, doit être prise 
positivement et négativement , et que si les parties AB , 
Fig. AC et AD , Jîg. 7a, des axes des coordonnées, ré- 

• pondent aux valeurs positives de ces quantités , les 

parties opposées Ab , Ac et Ad , répondront aux va- 
leurs négatives. Cela peut se prouver immédiatement 
par le cours des lignes situées dans les plans BAC , 
BAD et DAC\ on y parviendrait encore en trans- 
portant chacun de ces plans parallèlement à lui-même, 
de manière à rendre positives les ordonnées- négatives 
qui lui sont perpendiculaires , et on raisonnerait alors 
comme on l’a fait à l’égard des lignes (76). 

Il suit de là qu’on peut distinguer dans lequel des 
huit angles trièdres que les plans coordonnés forment 
autour du point A , tombe un point proposé , par 
le moyen des signes dont ses coordonnées sont af- 
fectées ; il suffit pour cela de remarquer que lors- 
qu’on prend 
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4 - x, 

+ J'. 

-f- z, dans l’angle ABCD , 

+ 

+ y> 

— z, dans l’angle ABCd, 

-f x > 

—y> 

+ z, dans l’angle ABDc, 

— x , 

+ y> 

-f- z, dans l’angle ACDb, 

-h x, 

— y>' 

— z, dans l’angle ABcd, 

— x, 

— y> 

-f- z, dans l’angle ADbc, 

— x, 

+ y> 

— z, dans l’angle ACbd, 

— x> 

— y> 

— z, dans l'angle Abcd. 


178. Une ligne droite est donnée toutes les fois qu’on 
connaît deux plans qui la contiennent , et dont elle est 
alors l’intersection,, parce que 'les coordonnées de ses 
points sont communes aux équations de ces plans. 
Soient donc 

A x -f By + Cz + D = o (1), 

A' x -f- B' y -f- C'a -f- D' = o (2) , 

les équations des plans donnés; en regardant les in- 
déterminées x , y et z , comine ayant la même va- 
leur dans ces deux équations , il n’en restera qu’une 
qu’on puisse prendre arbitrairement, et les deux autres 
calculées en conséquence de la première, feront con- 
naître la position des différens points de la droite 
proposée. 

Les équations (1) et (2) ne sont pas les seules qui 
puissent représenter la droite proposée ; car elle se 
trouve dans une infinité de plans différens : mais oa 
choisit ordinairement parmi toutes les équations quelle 
pourrait avoir , celles qui ne renferment que deux des 
coordonnées x, y et z. 

En éliminant successivement x , y et z , entre les 
équation* (1) et (a), pa obtiendra les trois suivantes: 
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(Ali’ — AT B) y— (CA' — CA) z -f- AD'— AD — o , 
(BC — B'C) z — (AB' — A' B)x + BD' — B’ D = o , 
(CA' — CA) x— (BC— B / Qy + CD ' — CD=zo t 

qui deviendront 

yy — fa + t==o (3), 

« — yx+ « = ° (4), 

«y + Ç =o (5), 

en faisant, 'pour abréger, 

AB' — A' B — y , CA-CA—H, BC—B'C—a, 

AD'— AD = f , BD'—B'D = e , CD 1 — CD = Ç. 

• 

Deux quelconques de ces équations suflisent pour 
remplacer les équations (î) et (a), et comprennent 
implicitement la troisième. En .effet , si on multiplie 
l’équation (3) par a , l’équation (4) par 0 , l'equation 
(5) par y, et qu’on ajoute les produits , on trouvera 

ni' + fc -f- yÇ = o , 

résultat que la substitution des valeurs de *, &, y , S 1 , 
t et Ç , rendra identique , ou qui exprimera la condi- 
tion que doivent remplir ces quantités , pour que les 
équations (3) , (4) et (5), étant données à priori, 
puissent appartenir à la meme ligne droite. 

* L’équation (3) qui renferme la relation que doivent 
avoir entre elles les coordonnées y et a , pour tous les 
points de la droite proposée , appartient à l'ensemble 
des projections de ces points sur le plan des ^ et z , et 
est par conséquent l’équation de la projection de la 
droite proposée , sur ce plan ( Compl. des Élém de 
Géom. n° 4)- O* 1 verra de même que l’équation (4) 
appartient à la projection de cette droite, sur le plan 
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des x et z ; et que l’équation ( 5 ) est celle de sa 
projection sur le plan des x et y. Deux quelconques 
de ces projections étant données , la droite est entiè- 
rement déterminée ; cela est évident par l’analyse pré- 
cédente , et parce que la droite proposée n’est autre 
que l’intersection de deux quelconques des plans pro- 
jetans ( Compl . 5 ), plans dont l’équation est la même 
que celle de la projection sur laquelle ils sont éle- 
vés ( 176 ). 

179. L'équation générale du plan ne renfermant que 
trois constantes nécessaires, il suffit d’un pareil nombre 
de conditions pour la particulariser. J’indiquerai suc- 
cessivement celles de ces conditions qui se rencontrent 
le plus fréquemment, et je traiterai en même temps 
les questions analogues , relativement aux lignes 
droites. 

Lorsqu’il faut faire passer un plan par trois points, 
dont les coordonnées sont 




«n met successivement 


af, x", x m , au lieu de x, 

y', y", y", «u lieu de y , 

z' , z", z m , au lieu de s , 

dans l'équation générale du plan , 

Ax -f- By 4* Cz -j~ D — o , 

•t il vient les trois équations suivantes ; 


AA + By' + Cz' + D = o, 
Ax" + By" -f Cz" 4- D = o, 
Ax* 4. By" 4- Cz" 4 -floo, 
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au moyen 
B C 

2 j, 2j> et on trouve 

é- z{y"~y m )-*.\ÿ- f) 4 - **( /-/) _ , 

D — a/(/2.“— yv')— x H (ÿz m — -y m z') +x*(y z"-/z')» 
£ < | j"(y— a") +x*(z / — z") 

& d ( y" z "—y" z " )- x "iÿ z! ‘—y" z ') ^-^C/ 2 "— y*') * 

c. . y (x" x*)-f(x'- S) +y ( xW) 

Z) -7 (y"^-yV)-x*(y z “-yv) + x“ cy *”-y o' 

Il est aisé de voir que si on voulait déterminer le» 
équations des projections d’une droite qui passe par 
deux points donnés , on y parviendrait d’une manière 
analogue, en substituant les coordonnées de ces points 
dans les équations générales a.-=:ez-f- <*, y — bz -f- /S ; 
et on trouverait ainsi 

x-x'— (*—0 » y-y‘ ( 2 — 2 ') ( 88 ) / 

180. Pour reconnaître quand deux lignes donnée» 
sont dans un même plan , ou , ce qui revient au même, 
se coupent , il faut s’assurer si les indéterminées x , 
y et z peuvent être communes aux quatre équations 
des projections de ces droites ( Compl . 19) ; or il est 
évident qu’en éliminant x , y et z , il restera une équa- 
tion qui exprimera la condition sans laquelle les équa- ' 
fions des droites proposées ne sauraient avoir lieu poux 
le même point. Soient 

x = az -f- a. 1 x = a' z + a! 1 

y = bz- f- # J y =: b'z + fi' J 

le» équation» de yes droites ; oa en tirera sur-le- 

■ ■ champ 


desquelles on détermine les quantités — » 
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champ * \ 

az -f- * = a'z -f- bz -f- & — b'z + (( . 


«t élinlSnant z , il viendra 

(*'—*) (i'— b) — OT — |S) (a' — a) = b.' 


l8«. Deux plan» qui sont parallèles ont leurs com- 
munes sections, avec chaque plan coordonné, respec- 
tivement paAllèles entre elles ( Cotnpl. i5) ; mais si 

t Ax-frBy-j-Cz-f-D^o , A'x-f-By-f-Cz~f-D'z=o, 

représentent les équations de ces deux plans*, leurs com-' 
mîmes sections respectives avec les plans des jc et s, et 
des_y et z, auront pour équations 

Ax -f- Çz -f- m D — o , A'x+C'z + D' — o, 

jBy Cz -f- D « o , &y -|- G z -f- D' = o, » 


•t ne seront parallèles dtux à deux que lorsqu’on aura 

‘ A __ AU 
C C-‘ 


( 89 )- 


Tirant de ces deniières les valeurs (Je A' et de B 1 , on 
obtiendra pour l’équation du plan parallèle au premier», 

* C 

( Ax +By+ Cz) + D' = o. 

• L 

fl reste Df à déterminer dans ce résultat ; or an suppo- 
sant que le plan cherché doive passer par un point dont 
les coordonnées soient a/, y' et z', on aura 

Ç ( Ax' + ny + Cz') + D' = o- 

retranchant cette équation de la précédente , D' dispa- 
Trigonométne. S 


< 
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• c 

raîtra , et divisant alors par -g , il viendsa 

*«i ;• c ~ ' * ». •* - - i • ■ 

A(x-x') + B(y—y')+C(z — z') = % .. 

Il est a propos de remarquer qu’en regardant A, B, C, 
comme des quantités quelconques , l’équation ci-dessus 
sera commune à tous Içs plans qui passent par Je point 
proppsq. . , . ■ . . - * 

, Puisque deux droites sont parallèles lorsque leur» 
projections , sur chacun des plans coordonnés , sont res- 
pectivement parallèles ( Compl . ao) , leurs éqüations 
Seront, dan6 ce cas, de lajfojrme î; 

’ x*=aa-f-eO x^baa-f-a't * ,,r: “ 

y =bz + fi J . y — bz -f- /S'J v V 

Si la seconde doit passer par le point dont les coor- 
données sont x'-, y et z', on aura , pour déterminer 
«' et /S', les équations ». 

x' — az -f- a! et ^ ~ bz' -f- jS', 

dont on tirera , en opérant comme tout-à-l’heure , 

X— a/ )•, y-y'»=b(z-*-z'). 

- - .»■■■' 

18a. Pour trouver l’équation d’un plan perpendicu- 
laire à une droite donnée , il faut se rappeler que les 
communes sections de ce plan , avec chacun^ies plans 
coordonné , sont perpendiculaires aux projections de 1# 
droite domée ( Compl . 3 a). Soient 

x = «a + <* , * y — bz- f- /S , 

les équations de cette droite, et 

Ax -f- By -f- Cz -f- D = o , ■ 

c 
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celle du pîan cherché ; les] communes sections de ce 
dernier, sur le plan des a; et a, et des y et a, seront 
représentées par 


Aj? -4* Cz -f- Ù = o 
By -f- Cz *4- D =z o 


ou 

ou 



Cz D 

A , 4‘ 
Cz b 
B ^" /F ; 


et pour que ces droites soient perpendiculaires auic 
projections de la droite donnée^ il faudra qu’on ait 


a =u* 


0 

b ~c vCa°)* 


Substituant les valeurs de A et de B , tirées de ce! 
équations, .dans celle du plan cherché t on aura 


Qiax + by+z) + D-=q i . 

et îi ce plan doit passer par le point dont les coordon- 
nées sont x', y' et z' , son équation deviendra 

aÇx — af) + b(y—ÿ) -f- s— z' = o. 

Si l’équation du plan était dodhée , et qu’oq deman- 
dât celle de la droite qui lui est perpendiculaire, il 
faudrait alors remplacé? a et ’b par les valeurs indi- 
quées ci-dessus ; il viendrait 

x — x' (z — z') V y — y = ^ (z — z'), 

, ■ ■ ■— < t ♦ 

pouf les équations de la droite perpendiculaire au. 
plan représenté par Ax -f- By -f- Cz -|- D = o , et as- 
sujétie à passer par le point dont les coordonnées sont 
a/, / et z'. 

i83, La distance du point M , fig. 7 a, dont les coor- ***• 

S » 


appendice: 

données sont x , y et a , à l'origine A , a pour ex- 
pression 


V AP'+PM' 1 +MM' (Cootp/. 24).* 

Celle de deux points quelconques Af et m , s’ob- 
tient en prenant PO — pm' , M'N = m'm , et en 
considérant les triangles m'QM' et mNM , rectangles 
l’un en O, F autre çp iV : il ea résulte 

m'M''— îriO* 4 MO, -f- MN' } 

• mais en désignant par A, y, z\ les coordonnées du 
jjoint m, il vient 

m' O — x. — à/, M' O —y — y', MN = z — z', 
et observant que mN = m'M', on tyuve 

• mM= V {x—x'y'+ty—y'Y+iz—z'Y- *. 

184. Ceci mène à l’équation de la sphère, puisque 

tous les points de sa surface devant être également 
éloignés de son cen^e , si on suppose d’abord qu’il 
soit à l'origine et que le rayon soit r, on aura dans 
tous Ces points > , # 

x* -}- f ■ +.** = ^ ; 

et si les coordonnées du centre sont ri, y', z', il viendra 

(*-*')• 4 . (.y—y'y + 

• • ( • 

1 85 . Ce qui précède fait trouver d’une manière très- 

syuple l’expression du cosinus de l’angle compris entre 
deux droites données. Soient 

x — «ri = a(z — ri) ) * — ‘x' “ a' (a — a') 1 

y — y = b(z — a') ) y — y — b'(z — a ').> 
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les équations des projections de ces droites, qui se 
coupent au point dont les coordonnées sont V, y' 
et z'; si on imaginé qu’elles se meuvent parallèle- 
ment à elles-mêmes, jusqu a te que leur point d’in- 
tersection soit à l’origine , leur angle ne changera pas , 
ét les éqùations ci-dessus se réduiront à 

x = cz 1 * = a'* ) 

y = bz ) ■ yhsb'z) 

Si l’on conçoit ensuite une sphère qui ait son centre 
à l’origine, et dont le rayon soit représenté par r, 
la distance des points où sa surface coupera chacun 
des Côtés de l’angle cherché , sera évidemment la 
corde de cet angle. On trouvera les coordonnées du 
point de rencontre de la première droite avec la sur- 
face de la sphère, en déterminant x, y et z, par 
les équations de cette droite , et par celle de la 
sphère; on aura ainsi 

ar br r 

— n. ... ; _4| y —— — • 

V/i+a’+i* V'i+a'+b*’ l/i+u’-H»*' 

nommant x', y', et z' , les coordonnées du point de 
rencontre de la seconde droite avec la surface de la 
sphere , on aura de même 

K* • r 

lA+a'M**'** ■ yi+a’+i' 1 


L’expression du qnarré de la distance de ce point au 
précédent, sera (x — a/y ■+■ (y — y' y -f- (z — ■a')*; 
et en y mettant pour x — x', y — y' , z — z', leurs valeurs, 
on trouyer^ , après les réductions , 


T* 


[■ 


a(i -f -aa'-\-bb') 

V' (»+«*+**) (i+a'“+^ 


1 



27$ APPENDICE. 

Mais en nommant V l’angle cherché , sa corde sera 

\/lR* — aR C08 ^05), 

R désignant le rayon ; et «faisant ce rayon = 1 , on aura 
pour le quarré de la corde 3(1 — cos F) j puis comparant 
avec l’expression trouvée ci-dessus, dans laquelle on 
fera aussi r = 1 , il viendra 

rr ^ . l-fao'-f-èé' 

cos F ±x • 

. t /( l+a « + i») Ci+a'>+6'Ô 
Il sera facile de déduire de là • 

sin V — ^ — Q — a ) i ‘ ~f~ (P — b'ÿ 

Vk i -f -a“-f-6“) ( i -f-a'M-é 77 ) 

Pour que les deux droites proposées soient perpen- 
diculaires, il faudra qu’on ait cosF=so, et par. 
conséquent i4-W+ii'=o. 

» 

186. C’est ici le lieu de parler des relations qui 
existent entre les angles que fait une droite quelconque 
avec les axes des coordonnées., parce qu’on les a in- 
troduites depuis avec beaucoup de succès dans la mé- 
canique, et quelles donnent plus dé symétrie aux 
équations de cette droite. 

Pour y parvenir par le moyen des expressions du 
n° précédent, je .supphse que la seconde droite don- 
née soit l’un des axes, celui des x, par exemple: 
dans ce cas, on aura y — o, quelque soit x\ ainsi 
b' — o. Observant ensuite que d’après l’équation 
x — a z, a’ désigne la tangente de l’angle que fait 
avec l’axe des z ( 86 ) la projection de la ligne dont 
il s’agit , angle qui est droit quand cette 'ligne coïn- 
cide avec l’axe des x , on verra que a' est inGhi (a 4 )• 
La supposition de i' = o réduit d’abord l’expression 
de cotF à 
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, ‘ 1 - f- ad 

• V(i+ a *+ b ‘) C 1 +“'"*)’ 

et en divisant ses deux termes par d-, en lui don- 
nera la forme . 

— + a • 

a ... _ . -• , 


puis en y faisant d infini , élle deviendra 


V/i-f-a’ + é 1 " 


Telle est l’expression du cosinus de l’angle que la 
première droite donnée fait avec l’axe des x. 

Ot» trouvera dehiêïûé pour l’axe des^ , par rap- 
port auquel a' = 0 , et b' est infini. 


. • ..«r ' , ÿi+a* +b ,r . ■: , * 

Pour laxe des z, par rapporta auquel a' = o èt 
b' = o , on obtiendra 


1 

b‘- 


V 1 -f- a “ + 

• ’ * • i • . . # 

, En désignant respectivement par & , £ , y , les trois 
angles dont je viens d’indiquer les cosinus , 60 aura 


«os* : 


r--— r ,* C06 $ = 


v • 1 

CÔ3> = — 7=======. 
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Si l’on quarre ces trois équations et qu’on les ajoute, 
il viendra , 

ii a» i . o % -f- b * -}- 1 

COS* 1 + COS P 1 -f COS V* = 1 , 

1 + a* -f- b* * 

comme on l’a remarqué dans le n° 5g du Complém. 
des Élém. de Géom. 

187. L’expression de cos y donnant 


y'i + 0* + ^ = 


cos^ 


si l’on substitue cettq valeur dans csües de cos* et de 
cos0 , on en tirera 

cos* . cos 0 

a ~ — -i- , b = ; 

cos^ cos>« 

et les équations de Ja première droite donnée deviendront 
(x — x') cos y ~ (z — z') cos « , . , 

(y— y') cos y — (z — z') cos 0. 

Si l’on substitue les valeurs de a et de b dans l’é- 
quation du plan ^perpendiculaire à cette droite , sa-, 
voir , dans 

«(x — x') -f b(ÿ — /) + (z — z') = o (r8a) , 
on obtiendra ce résultat très- symétrique , 

(x — x') cos * -f- (y— y') co^3 -f- (z — z') cos y =; o. 

Enlin si l’on désigne par *', 0', y * les angles qu’une 
seconde droite fait avçc les axes des coordonnées, ce 
qui donnera , 

côs a! y pos V , 

cos y\ ’ cos y 11 * 
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l’expression qui désigne le cosinus d{ l’angle que 
cette seconde droite fait avec 1a première (180) , se 
changera en 

cos V— cos* cos*' + cos/2 cosé' -f cos y cos y', 
si l’on fait attention que 

cos* , +oos/ 3 i -f*cos')<*=i , cosa /, -J-cos^' 1 4 -co *> * ==ï * 

t88. L’utilité de ces formulas peut faire desirer 
de les obtenir immédiatement, ce qui est «facile par 
les considérations géométriques. 

' i°. En supposant que la droite ditrnée soit trans- 
portée parallèlement à elle-même à 1 origine des coor- 
• données, et représentée par AM, Jig. on obser- Fig. -A- 
vera que le triangle APM est rectangle en P , puis- 
que le plan M'PAT est perpendiculaire à l’axe AB, 
çt on en conclura 

_ AP x ’ « 

C °* , ~~JM \/i+a % +b*‘ 

en mettant pour AM— V' x > -\-y % -\-z : ‘ (i 83 ) et^pour 
x et y leurs valeurs az et bz.- 

On trouverait de même * # 

_ AO y b 

cos QAM _ AM — , 

_ ... AR z fi 

AM y/x'-{ -y'+z? \/i+a % +b* 

Ainsi on parviendrait sur-le-champ , par ce moyen , 
à la relation 

> cos P AM -f- cos QAM - 4 - cos RAM — i . 
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2 °. Le triangle APM donne AP znAM cosPAM-, 
on aurait de même AR— AM ccnRAM , et comme 
AR=?PM”, il viendrait ' ’ * .... * 

’ * » * 

* AP cos P AM « c a! cos et ; . 

PM" cos RAM' . ° z cosy’ 

4 , * . *' • « 

en représentant par a. et y les angles que la droite 
AM ' fait avec l’axe des x et celui des z. On aurait 
de même V r; ! • i 

y cos /3 ‘ 

z cosy’ 

* f 

$ (désignant l’aille compris entre la droite proposée 
et l'aie des y. • * - • ; . , u .-' ; 

3°. Enfin on indique quelquefois yae droite par 
l’angle MAM' qu’elle fait avec sa projectio» sur le 
plan des x , y , et par l’angle M' AP que fait cette 
projection avec l’axe des x. Soit ô le premier angle , 
et <p le second , on aura 

MM' — AM «in MAM ' , ou z = *AM sin 3 , 

AM' = AM cos MAM' 4 ou AM-=AM cos 9, 

PM' — AM' sin M AP, ou y x^AMcos&smy, 

AP* = AM' cos M' AP, ou x = AM cosé cos <p. 

• Si l’on rapproche ces dernières expressions de L x , 
de y et de z , de celles qui résultent des équations 

x cos « y cos |8 

S- cosy* z cos y* , T . „ 

en faisant attention que y, désignant l’angle RAM, e$t 
le complément de MAM' ou de 6, il viendra , 

cosy=sinô, cos/3 = cos8sin<p, cos<*=:coe8cos^. - 

En quarrant ces dernières équations et les ajoutant. 
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•n retrouverait enooce comme ci-dessu», 

COSJ- a -f- C05# 1 -J- COS<t a = 1. 

Je terminerai cet article en faisant remarquer que 
toutes ces relations rentrent dans des résolutions de 
triangles sphériques rectangles (58). 

^8g. Le cosinus de l’angle que deux pif ns quel- 
conques font entre eux , se déduit immédiatement du 
n^; car cet angle est égal à celui que font deux 
droites, menées perpendiculairement à chacun des 
plans proposé» , par un point quelconque de leur com- 
mune section (Compl. 46 ). Ces plans étant représentés 
par les équations 

' Ax-j~By-f-Cn-^D^= o , Af x-f-B'y+C' z-f-Z)' = o , 

si on conçoit qu’ils se meuvent parallèlement à euxv 
mêmes , jusqu’à ce qu’ils soient parvenus à l’origine des 
coordonnées , heur angle ne changera pas, et leurs 
équations se réduiront à' * 

• . 

Ax+By+ Cz=o, A'x + B'y + Çz=o-, 

celles des droites qu’on mènera perpendiculairement 
à chacun d’eux, par ce point, seront ( 182 ) 



substituant donc dams l’expression de cos V , au lieu 
de a et b , de a' et b', les valeurs que donnent ces 
équations , il viendra 

Tr AA'^-BB'+CC 

COS r ' — > — .. . . m 


* 


\ 
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Si r un des plans proposés, le second, par exemple, 
était celui des x et y , pour lequel en a toujours 
* = o , il est évident qne A' et ff deviendraient nuis 
dans cette supposition, et que ctos V se réduirait à 

C ' • 

V A* -f & + €> 

On trouvera de même que le cosintis de l’angle 
formé par le pfcmier plan proposé , avec celui des x 
•t s] pour lequel on ay=o , A'= o et C= o , aura 

B 

\/ A* + B* + Ô ’ 

et que le cosinus de l’angle du même plan av«c celui 
des^ et z, pour lequel æ=o, R'—o, C x= o, sera 

A 

]/A* +B* + C‘‘ 

Dans le cas où les deux 'plans proposés seraient 
perpendicujaires entre eux , on aurait cos V—o , et 
par conséquent AA' 4 - B B' -J- CCf —o. 

Des' surfaces du second degré.- 

190. Les surfaces, de même que les lignes, se 
divisent en ordres , suivant le degré de leurs équa- 
tions. Le plan est la surface du premier ordre, parce 
que son équation ne monte qu’au premier degré. Les 
surfaces du second ordre sont toutes comprises dans 
l’jquation 

Ax * -h By % + Cz'+oDxy 4 - a£xz + aty 2 ) _ L 
-f- *Gx 4- a Hy -\-aKz J * 

la plus générale qu’on paisse former dans le second 
degré, avec les trois indéterminées x , .y^et z. 
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- £n résolvant cette équation par rapport à l’un^ de 
ce» lettre» , par rapport à s, par exemple, on trouvera 

Ex+Fy+K^ 
Z ~ C 

i rV /((X»4-CZ,)4- a (£X— CG)x 4- *{.FK~CH)y 

-f (E'—AQx'+aiEF—CDÏxy+iF'—BQy'}. > 

Ce résultat fait voir qu'au même point du plan de» x 
et y p répondent deux point» sur la surface proposée , 
et qqe par conséquent chacune des valeurs de z produit 
par la substitution de toutes les valeurs possibles de x 
et de y, une portion de surface qui est, par rapport à, 
la surface totale, ce que sont les branches d'une courbe 
à l'égard de cette courbe : on donne à ces portions le 
nom de Nappes. 

On remarquera d’abord que la partie rationnelle de 
la valeur de z exprime l’ordonnée d’un plan qui par- 
tage la surface en deux parties symétriques ; car si on 
faisait partir.de ce plan les ordonnées de la surface, 
eq posant • 

. ■ . Ex -f- F y ■+■ K 

z + c = u > 

l’indéterminée u aurait deux valeurs, égales , l'une 
positive et l’autre négative : le plan dont il s’agit 
est donc à l’égard des surfaces du second degré , ce 
qu’est undiamètrepar rUppert aux courbesde ce degré. 

On se ferait difficilement l’idée de la forme que 
doit affecter une surface dont on a l’équatio», si 
on n’en considérait, que des poipts isolés; mais au 
lieu de cela, on imagine une infinité de sections 
faites dans cetjte surface par des plans, que pour plus 
de simplicité on prend parallèles à l’un de» plans coor- 
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donnés : le cours de ces diverses courbes étant conqp 
leu? continuité* rend sensible la forme de la surface 
proposée. 

i .• 

Tous les points d’un plan mené parallèlement à 
celui des x et y, à une distance désignée par a, étant 
compris dans l’équation z = a , si on' substitue cette 
valeur îlans l’équation générale des surfaces du se- 
cond degré , le résultat , 


Ax*+ By'+iDxy 1 

1 +z{Ea+ G)x+ 2 (Fa+H)y / — 


%Ka — Ca*, 


exprimera la relation qu’ont entre ‘elles les coordon- 
nées du plan des x et y , pour les ‘points de la sur- 
face* proposée , distans de ce plan de la quantité a, 
et appartiendra donc sur le plan des x- et y , à la 
projection de la courbe, dans laquelle le plan dont 
l’éqnatioB est z=a, rencontre la surface du second 
degré ; et comme ce plan est parallèle à celui des x 
et y , il est évident que la section faite dans la sur- 
face même ne différera pas de' sa projection sur le plan 
dont il s’ftgit. « 


En prenant pour a diverses valeurs , on aura les 
diverses sections parallèles au plan des x , si l’on 
fait a — o l’équation résultante 

o. 

Ax* -+• By* 4- iDxy ) i!_ r 
rf-aGx+aéty J “ ’ 

donnera la courbe du second degré , dans laquelle 
•la surface rencontre ce plan. *On- déterminerait de la 
niêuse manière les éqéatîons des sections parallèles au 
plan des x et z et i celui des y sts. 

1 On conçoit facilement, et on en a d’ailleurs^ vu 
l’exemple sur la sphère (»84), que les*Surfaces , sui- 

"év'Û ’ ** 
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vant qu’elle3 sonUplacées d’une manière plus ou moins 
symétrique parVapport aux axes des coordonnées, ont 
des équations plus ou moins simples , et que par 
conséquent pour analyser les différentes espèces de 
surfaces, que peut représenter l’équation générale 
de celles du second degré , il faut d’abord la débar- 
rasser des termes qui ne dépendent que de la situation 
particulière des axes des coordonnées , ce qui peut se 
fâire, soit en discutant le radical, d’une manière ana- 
ÎOgu#"à celle qu’on a suivie pour les lignes du second 
degré, dans «les n°* i'ïi — 120? soit en construisant 
des formules générales pour la_ transformation des 
coordonnées dans l’espace, et en employant, comme 
dans les n°* ia5 — 127, les quantités relatives à la 
posltib'û des axés , à simplifier autant qu’il est pos- 
sible l’équation générale. On peut consulter pour ces 
détcrtk , qui sortent entièrement des Élémens , le pre- 
mier volume de mon Traité du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral. 

191. Je ferai remarquer seulement qu’on peut tit- 
rer du n° 1 85 , l’équation du cône droit, placé dans 
une situation quelconque par rapporte aux plans coor- 
donnés. « 


En effet , le cône droit étant eng* ndrè par le mou- 
vement d’une droite assujétie à tourner autour d’une 
autre:; ’*n faisant avec elle nn angle constant , ai on 
désigne par «e, (3, y, les coordonnées du sommet, 
qu’on prenne pour là droite fixe ou l’axe du cône, 
le», équations • 

. x — «=&«(« — y), ' ' • - 

' y->= *(*-*), . 

pour la droite mobile ouïe côté du cône, les équations 


a ».»• 


a88 
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(x — *0 «= q'C* — y) , 

iy—Q')=b\z — y), 
la cosinus de l’angle de ces deux droites sera 
i + aaf -f- b b' 

Fo +«x + b,) < : 1 + d% + ’ • 

comme il doit être constant , on le .représentera par 
puis on observera que a , b .appartenant à l’axe 
cône, désignent des quantités connues , qt que 


x — «t 
2 — y 


b'— 2-1 


z — y 


; .> 


du 

_*r> 


V . , / 

En substituant ces valeurs , On formera l’équatio* 


qui se réduit facilement à 


i r 
r > 


c(x— a) +é(y— + 

ms/Cx—c,)^ (j-tsy dz-yÿ 

en faisant* pour abréger , \/ 1 -J- a* -f- = m. 



(*) B estaisé de voir que si l’on faisait rr=o, dans cette équation . 
le résultat, qui appartiendrait & la section du cône par le plan des x 
et y \ prendrait la forme de l’équation générale du second degré à 
deux inconnues, et qu’on pourrait tur ce moyen montrer algébri- 
quement l’identité des courbes duTecond degré avec les sections 
faites dans un cône droit par un plan; mais cette voie serait beau- 
coup plus compliqnée et moins générale que celle qu’on a suivie dans 
les nain. i5» — i56, puisqu’on y a considéré un cône quelconque. 
D’ailleurs, le calcul pour un cône oblique k base circulaire , se trouve 
dans VAppendix detùperficiebut, plSCéà la fin du sçcond volumc .de 
P Introductio inanaljrsin infinitorum à'Euiet, imprimée en ij48. 

Si 
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Si on place le sommet à l’origine des coordonnées * 
on aura 

a=o, Æ«=o, y — o, 
et 


ax 4-fo + z 
m +y + Z* 


Si on fait coïncider l’axe du cône avec l'axe des a , 
il viendra a = o, b — o, m=i, puisqu’on a sur cet 
axe , y — o , x = o , quel que soit z><, et l’équation ci- 
dessus se réduit à 


Ÿ*+y*+* 

de laquelle on tire , par l’élévation au quarré , 

**(» — £*)—<? (x* +y). 

En faisant dans cette équation z = n, elle devient 


n l (i-— c») = c*(x s -f y) , 

équation qui appartient à un cercle dont le centre est 

dans l’axe des z, et dont le rayon est-- ^* — — .Ilsuit 

de là que toutes les sections faites par un plan paral- 
lèle à celui des x et y, dans le cône proposé, sont 
des cercles , ce qui est d’ailleurs évident par la nature 
de ce cône. 

On tire del’équation ci-dessus, 

il est facile de voir que y 1 — ^c* est le sinus de l’angle 
que fait le côté du cône avec 1 axe des z, et que par 
Trigonométrie. T 



: 
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conséquent — — . est la cotangente de cet angle , 

yi— c* . 

ou la tangente de celui que la même droite fait avec 
le plan des x et y. 

Si on voulait que le sommet du cône fût à un point 
quelconque de l'axe des z, cet axe coïncidant toujours 
ave« celui du cône , on aurait . 


■ — y— 


V/ 1 — c* 


= v' x% ~hy % - 


En faisant « = o, on obtiendra l’équation de la 
courbe suivant laquelle le cône rencontre le plan 
des x, y, et qu'on peut regarder comme la base. 
Cette équatiSn sera 

' —y = 77 ==; > 

y x — c* 
ou 

yo -<=») _ 

c» 




elle appartient à un cercle dont le rayon est 

y y ! — c* 

c 

Si on représente par r ce rayon , on aura 

n>»ri — c“l cr 

r* = y V ^ y = 

c* y x — c* 


l’équation 


z — y — 


v/t — C* 




se changeant alors en 
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peut être mise sous la forme 

s y 1 ' 1 — c° — cr = c\/x' -\-y* • 
dans* le cas où c= i , elle se réduit à 
r* = x*+y. 

193. Cette dernière équation qui ne contient plus 
que deux des trois coordonnées, appartient néanmoins 
à la surface cylindrique dans laquelle se transforme 
^e cône lorsque son sommet s’éloigne à l'infini ; car c 
désignant le cosinus de l’angle formé par la droite 
génératrice du cône et son axe, l’hypothèse c=i , 
rend cet angle nul et établit le parallélisme des deux 
droites dont il s’agit : la première en tournant autour 
de la seconde, décrit donc la surface d’un cylindre 
droit , perpendiculaire au plan des x et y , et ayant 
pour base , sur ce plan , le cercle dont le rayon 
est r , et dont le centre est à l’origine des coor- 
données. 

Ceci conduit à remarquer qu’une équation quel- 
conque qui ne contient que deux des trois coordon- 
nées , et qui ne désigna qu’une courbe suV le plan 
de ces coor4ounées , appartient, dans l’espace , àtine 
surface , puisque la coordonnée qui n’entre point dans 
cette équation , se trouvant indépendante des deyx 
autres, a une infinité de valeurs pour chaque point du 
plan cité; et ces valeurs répondent à tous les points 
de la droite élevée perpendiculairement au plan coor- 
donné par le point que l’on y considère. 

L’ensemble de toutes les droites élevées ainsi sur 
chaque point de la courbe , constitue une surface cylin - 

T a 


cr 






V/V+j*. 
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Ürique, en prenant cette dénomination dans toute l’é- 
tendue qu’on lui assigne dans le Complément des Ê te- 
rriens de Géométrie. 


Des courbes considérées dans l'espace. 


i q 3 . Lorsqu’on envisage les courbes dans l’espace , 
elles résultent toujours de l’intersection de deux sur- 
faces , de même que la ligne droite résulte de la ren- 
contre de deux plans (178). On peut, par exemple, 
indiquer un cercle , en donnant la sphère dont il 
fait partie et le plaij qui la rencontre, pn suppo- 
sant que la sphère ait son centre à l’origine fies coor- 
données , et que le plan soit quelconque , le systèm» 
des équations 

sc* + z' = r* (1), 

Ax -\-By 4-Ca = D (2) , 

appartiendra au cercle suivant lequel se rencontrent 
la sphère et le plan proposé , puisque ce système ne 
conviendra qu’aux points qui se trouvent en même 
temps- sur l’une et l’autre surface. 

Il est visible qu’on peut transformer le système 
des équations (1) et (2) en une inEnité d’autres qui 
soient équivalens; mais le plus souvent on élimine alter- 
nativement une des trois indéterminées x , y ou z, 
et l’on obtient, entre ces quantités combinées deux 
à deux , trois équations qui appartiennent aux projec- 
tions de la • courbe cherchée , sur chacun des plans 
coordonnés. 


Dans l’exemple ci-dessus , on a 
<D — A»—Cz V 1 


æ'-J-z' 




B 


'J 


= r% 
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deux quelconques de ces équations donnent la froi- • 

sième : elles appartiennent (128) à des ellipses qui 
sont les projections du cercle , sur chacun des plans 
coordonnés ( Compl . 63 ). 

Pour concevoir nettement de quelle manière une 
courbe est représentée par les équations de ses projec- 
tions, il faut considérer que ces équations appar- 4 

tiennent à des surfaces, cylindriques élevées perpen— _ 
diculairement sur les projections (192) , de même que 
les équations des projections d’une droite désignent 
aussi ses plans projetans. 

Il suit de*fà, que la courbe proposée résulte de 
l’intersection des surfaces cylindriques élevées sur deux 
de ses projections (Compl. 77). 

194. Dans le plus grand nombre de cas, l’intef- 
section de deux surfaces courbes ne saurait avoir 
tous ses points dans un même plan , et forme alors 
une courbe à double courbure; telle est , par exemple , 
l’intersection d’une sphère et d’un cylindre droit , 
lorsque l’axe du cylindre ne passe pas par le centre de la 
sphère. 

Si l’on suppose que la sphère ait son centre à l’ori- 
gine , et que l’axe du cylindre étant parallèle à celui • 
des z , sa base , sur le plan des x et y , soit un cercle 
passant par l’origine et ayant pour diamètre l’axe des 
x, les équations des surfaces contenant la courbe 
proposée , seront 

, aax — x*=y i , 

et l’on ^lura pour les projections en x, y et eu x, z, $ 

aax — x* = y* , 

2ox -)- z* = r*. 
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Le centre de la sphère se trouvant sur la surface dn 
cylindre , la courbe proposée pourrait se décrire en 
fixant une pointe de compas sur cette surface , et 
faisant tourner l'autre sur la même surface , avec une 
ouyerture égale au rayon de la sphère ( Copipl . 77). 

Pour en trouver tant de points qu’on voudra, il faut 
déterminer les- coordonnées y et z au moyen de 
l’abscisse x , par les équations des projections , qu* 
donnent 

y = l/ aax — x* , z = \/ r 2 — a ax. 

On reconnaît l’étendue de la courbe^ proposée en 
assignant les cas dans lesquels ces coordonnées de- 
viennent imaginaires; or, on ne trouve de valeurs 
rçelles pour y que depuis x = o jusqu’à x = a a , et 

r* 

pour z, depuis x = o jusqu'à x = — , du côté po- 
sitif, et depuis x = o jusqu’à l’infini du côté négatif ; 
mais il est évident qu'il ne faut prendre que la partie 
de l’abscisse x, commune aux deux projections, puis- 
qu’il suffit qu’une des coordonnées devienne imaginaire 
pour que la courbe ait atteint sa limite : elle ne s'é- 

tendra donc que depuis x = o jusqu’à x = — . 

La considération des projections elles-mêmes con- 
firme ce résultat. L’équation en x et y appartenant au 
*'*• 5 5, cercle AE' FV ,Jig- 75 , qui sert de base au cylindre, 
et celle qui renferme x et z , appartenant à la ygj- 
rabole H’I'h", dont le paramètre =a a, et la distance 

T* 3 . , , 

AI' — — , il est évident qu’on ne peut employer à 

QQ | 

la description de la courbe proposée que les portions 
E' Ae' et HT h", de ses projections , correspondantes 
sur l’axe AU à la partie AI' . 
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• 195 . Enfin, pqpr s’assurer analytiquement que la 
courbe proposée n’est pas plane , il faut chercher si elle 
ne peut être l'intersection de l’un des cylindres élevés 
sur ses projections , par aucun plan . . En désignant par 

Ax ■+■ By ■+■ Cz — D 

l’équation d’un plan quelconque, son intersection avec 
le cylindre élevé sur la parabole 23*J7t", sera représen- 
tée par les équations 

Ax -f- By + Cz — D , 
a ax -f- z* = r* j 

la projection de cette intersection aura pdtlr équation 
sur le plan des^ et z, 

jiîLTIfLi + By + Cz=zD , 

2 a J 

et devra coïncider dans tous ses points, avec celle de 
la courbe proposée , sur le même plan des y et z, qui 
est 



or on tire de la précédente. 


aaD — Ar* — aaCz -f- Az % 

isb - 


il faudra donc que pour toutes les valeurs de z, on ait 
/a aD — Ar‘~ iaX2z -f- Az 1 \ t o a (r* — 2 ,“)“ 

V ücTtf ~) 4?- * 

En développant ce résultat , on lui fera prendre la 
forme 

Pz ♦ + Qz 3 + Rz' + Sz + T= o , 
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